رة ار 
وزارة التربية 
المركز الوطني 


لتطوير المناهح التربوية 


الرياضيات 


الجزء الثاني 


























الصف الثالث الثانوي العلبى 


۰1 - ۲۰۹۷ م 


اا اندرا 
A \ ETA = ۷ ٣‏ 


المؤسسة العامة للطباعة 


7 5 57 عر 
ااا 
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المركز الوطني لتطوير المنا هج التربوية 


ا رر 
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الموقع التعليمي 


علوم للجميع 


۲۰۱۹ - ۲۹۹۷ م 





A VETAN = NEY العام الد راسي‎ 


تم التحميل من موقع علوم للجميع 


https://www.3lom4all.com 





حح ] 
المركز الوطني لتطوير المناهج التربوية 


حموق التآليف واش حفوظة 


لوزارة الثر بيةق الجمهورية العر ةالسورية 


حموق الطبع والتوزيع محفوظة 


للمؤسسة العامة للطباعة 


طبع ول مرَالعام الدراسي ۰۱١‏ الام 


أ عمران قوبا ميكائيل الحمود أيشوع اسحق 
د. خالد حلاوة وفاء حمشو عيسى عنمان 
خالد رضوان حبيب عي 
ااا ر اى 


الأستاذ الدكتور فوزي الدنان الأستاذ الدكتور محمد بشير قابيل الأستاذ الدكتور عمران قوبا 





يخصص أربع حصص أسبوعياً لكتاب الرياضيات الجزء الثاني 


الشهر الأسبوع الأول الأسبوع الثاني الأسبوع الثالث الأسبوع الرابع 






تشرين أول المسافة في الفراغ أنشطة تمرينات ومسائل قدماً إلى الجحداء الشلّمي في المستوي 


مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ تمرينات ومسائل: لنتعلم الأمام الجداء السلّمي في الفراغ 
البحث 





كانون أول أنشطة سسائل: تنما إلى العام مجموعة الأعداد العقدية الشكل المثلثى لعدد عقدي 


مسائل: لنتعلم البحث مرافق عدد عقدي 





شباط الشكل الأسى لعدد عقدي أنشطة مسائل: قدماً إلى الأمام استعمال العدد العقدي 
المعادلة التربيعية ذات الأمثال تمرينات ومسائل: لنتعلم تمثيل الأشعة بأعداد عقدية الممثل لشعاع» الكتابة 


الحقيقية البحث العقدية للتحويلات الهندسية 






تسان مسائل قدماً إلى الأمام الاستقلال الاحتمالي أنشطة » تمرينات ومسائل تمرينات ومسائل 


المتحولات العشوائية المتحولات العشوائية الحدانية 














3 لالد 3( 


معدمهك 





يأتي منهاجُ الرياضيات في الصّف الثالث الثانوي العلمي مُتمماً لمنهاج الرياضيات في الصّفين 
الأول والثاني الثّانوي الذي جرى إعداذه في المركز الوطنيّ لتطويرٍ المناهج التربوية وفق المعايير 
الوطنية» مُعتمداً في بنائه على التراكم الحلزونيّ للمفاهيم والمهارات وتكامُلهاء إِذْ تتطور المفاهيم 
والمهارات في بناءٍ مترابط» فثقرن المعارفُ بالحياة العمليّة وتْقدَمْ المادّةُ العلمية بطرائق سهلة ومتنوعة 


ومدعّمة بمواقف حياتيّة وتتكامل مع الموادٌ الدّراسيّة الأخرى. 


يشتملٌ كتاب الرياضيات الجزء الثاني على سبع وحدات متضمنة ثلاثينَ درساً وينتهي كل درس 
بعددٍ من التدريبات تهدف إلى تقويم الطالب وتمكينه من المعارف والمهارات التي تعلّمها في الدرس» 
وليتابع بقية دروس الوحدةء ونجدُ في كل وحدة عدداً من الفقرات المميّزة التي نُجْمِلُها فيما يأتي: 
ه المقدمة: وهي مقدّمة تحفيزيّة تهدف إلى تنمية اتجاهاتٍ إيجابية نحو الرياضيات واحترام ما 
قدمّه العلماء من إسهامات في ميادين العلوم المختلفة. 
ه انطلاقة نشطة: تهدفُ إلى تعزير المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّم مزودة بأسئلة 
وشروحات وتوضيحات كمدخل للوحدة والإضاءة علين مفاهيمها. 
ه أمثلةٌ: تتضمن مختلف الفقرات الموجودة في الدرس وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً 
نموذجية جرى صوغها صياغة لغوية سليمة وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذجَ يجبُ اتباعها 
غند حل الأنشطة والتدريبات والمسائل». 
ه تكريساً للفهم : تطرح سؤالاً هاماً للمناقشة يتعلق بفكرة الدرس الأساسية في مادة التعلم والإجابة 
عنه بطرائق متعددة موضحة بالأمثلة المناسبة لتكريس الفهم عند المتعلم حيث تتم إعادة فكرة 
الدرس بأساليب مختلفة . 





أفكار يجب تمثلها: وهي فقرةٌ يجري فيها التنويه إلى قضايا ومفاهيمَ أساسيّة في الوحدة حيث 

منعكسات يجب امتلاكها: وهي فقرة تتضمن إرشاداتٍ للمتعلم على كيفية التفكير قبل البدء 

بالإجابة عن سؤال» وما هو المنعكس السريع الذي يجب أن يتبادر إلى ذهنه وكيفية استعمال 

القضايا والمفاهيمَ الأساسيّة في أمثلة توضيحيّة. 

أخطاءٌ يجب تجتُبّها: حيث جرت الإشارة إلى بعض الأخطاء الشائعة التي يقع فيها الطلاب 

عادة» أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب في غير مكانهاء أو بأسلوب منقوص. 

أنشطة: في نهاية كل وحدة مجموعة من التمرينات والتطبيقات الحياتية صيغت على شكل 

أنشطة تفاعلية . 

لنتعلم البحث: وهي فقرة تدرب المتعلّمَ على طرائق حل المشكلات وتشجّعٌ التعلّ الذاتيّ عن 

طريق تزويد الطالب بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَعْلِه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة 

بهدف الوصول إلى حلول المسائل ثُمّ صياغة هذه الحلول بلغة سليمة. 

قُدُماً إلى الأمام: وهي تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان 

مواقف حياتية تي للمُتَعلّم فرص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقد لديه. 

- وهكذا كانت الوحدة الأولى (الأشعة في الفراغ) ليُعمم مفهوم الشعاع ٠‏ الذي درسناه في 
الصف الثاني الثانوي » دونما فوارق أساسيةء إلى الفراغ. 


- الوحدة الثانية (الجداء السُلّمي في الفراغ) سنقتصر في دراستنا على المفهوم الهندسي 
البسيط وتطبيقاته المباشرة . 


ك تأتي الوحدة الثالثة (المستقيمات والمستويات في الفراغ) إذ تهتم هذه الوحدة بدراسة حلول 
جملة ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل» ودراسة التمثيل الوسيطي لمستقيم إذ يتيح 
التفسير الهندسي في حل بعض جمل المعادلات معرفة سابقة لعدد حلول الجملة» مما يجعل 
التحقق من صحة الحل الجبري أمراً يسيراً. 


- وندرس في الوحدة الرابعة (الأعداد العقدية) وفيها نتعرف مجموعة الأعداد العقدية والشكل 
الجبري والشكل المثلثي والشكل الأسي لعدد عقدي وطويلته وزاويته وبعض قواعد حسابه 
وحل المعادلة من الدرجة الثانية ذات الأمثال الحقيقية. 
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- ونتعرف في الوحدة الخامسة (تطبيقات الأعداد العقدية في الهندسة) ومنها تمثيل الأشعة 
بأعداد عقدية العدد العقدي الموافق لمركز الأبعاد المتناسبة والكتابة العقدية لبعض 


الخ بات اليفنسية 
- وفي الوحدة السادسة (التحليل التوافقي) ندرس بعض طرائق العد ومنشور ذي الحدين. 


- واخيراً تأتي الوحدة السابعة (الاحتمالات) لنتابع فيها دراسة الاحتمالات والتمثيل الشجري 
للتجارب الاحتمالية المركبة» القواعد العامة في حالة التمثيل الشجري لتجربة» والمتحولات 


العشوائية » والقانون الحداني. 


رُوَدَ الكتابُ أيضاً بمجموعة من نماذجّ الاختبارات تشمل جميع مفاهيم الكتاب. وجرى فيها تنويع 
طرائقَ عرض الأسئلة» وتضمينُ تمارينَ متدرجة في المستوى لتمكَنَ المتعمين من حلَّها تبعاً لمستويات 
تحصيلهم. نرجو أن تكون هذه النماذج عوناً للمدرّس في بناء نماذج مشابهة» تساعده في قياس مدى 
تحقيقه للأهداف التعليمية المطلوبة. 

وهنا نريد التأكيد على أنّ تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب في تنمية مهارات التفكير المختلفة 
وخاصة مهارات التفكير الناقد والتفكير الإبداعي؛ يتطلّب من المدرّس أن يؤدي دور المُيسر والموجّه 
للعملية التعلّميةء فيطرح التساؤلات المُناسبة» ويختار المناسب من الأمثلة» ويرتب الأفكار ترتيباً منطقياًء 
ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل» ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبورة. 

وفي النهايةء نريد أن نتوجّه بالشكر إلى عدد من الزملاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من 
المساعدة» فمنهم من أبدى ملاحظاته على المسودات الأولى من الوحدات» ومنهم من حل المسائل أو 
تحقّق من صحتهاء ومنهم من ساهم في إعادة صياغة بعض الفقرات» ونخص بالذكر الأستاذ خلدون 
الشماع. 

ونخص بالشكر الأستاذ الدكتور فوزي الدنان والأستاذ الدكتور محمد بشير قابيل اللذين اطلعا 
بدقة وبالتفصيل على فحوى هذا الكتاب وأبديا ملاحظات قيّمة عليه. 

وأخيراً نأمل من زملائنا الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا بمقترحاتهم البتّاءة 
المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار. وننوّه أنه يمكن الحصول على 
النسخة الإلكترونية من هذا الكتاب من موقع المركز الوطني لتطوير المناهج التربوية على الشابكة: 


.WWW.NCCd.gOV.SY 


المُعدون 





امحتوى 


1. عموميات EO O O O‏ 
2. الارتباط الخطي لثلاثة أشعّة E‏ 
3. المعلم في الفراغ ها ع ل اد ORO ONCOL‏ 
4. المسافة في الفراغ ا و وج الوب الوا امب وا و الوا ا ل ا ا ا لا 
5. مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ ااا را وا و ال E‏ 
أنشطة REE‏ ا 1 
تمرينات ومسائل الام لق لام الزن لمق الئاه الس ان لمالا ماسقا ازا اند للد قلس زان للح ةلالطا لماز اس جد ع ا 


© الحداء السلمي سيك القرات 45 


1. الجداء السُلّمي في المستوي (تذكرة) ا 
2. الجداء السُلّمي في الفراغ 1[ E‏ 
3. التعامد في الفراغ 000000 اا ا 
4. المعادلة الديكارتية لمستو 00 
أنشطة 111[ [ز[#[ذ[ 1[ ز[ [ [ [ [ 1 0م00 
تمرينات ومسائل TT‏ 


1. المستقيم والمستوي بصفتهما مراكز أبعاد متناسبة اله لا لجال حلام لاسا بداو ةلاب لطا الس ل 11 
2. التمثيلات الوسيطية 1 
3. تقاطع مستقيمات ومستويات ارخا ا ا ا ور ا ل ا ا 
4. تقاطع ثلاثة مستويات O O‏ 
أنشطة 0000 ااا 00 
تمرينات ومسائل E O‏ 





@ ال عد اد العقددة 99 


1. مجموعة الأعداد العقدية N a‏ 
2. مرافق عدد عقدي ا 
3. الشكل المثلثي لعدد عقدي 0 #151ةآ1 ا 001001 
4. طويلة عدد عقدي وزاويته ا ا ا 101000000000000 
5. الشكل الأسي لعدد عقدي ب 000 
6. المعادلات من الدرجة الثانية ذات المثال الحقيقية ER SRSAEHESSERES‏ 00001 
أنشطة EEE‏ ابو ساو اج ا وس وح حا مه حم مه ص مع 
تمرينات ومسائل Res‏ ا ل 11 


© تطبيقات إلأعد اد العقدية ي المندسة 127 


1. تمثيل الأشعة بأعداد عقدية 1 
2. استعمال العدد العقدي الممثل لشعاع LESCOL EEE ASE‏ 
3. الكتابة العقدية للتحويلات الهندسية E O O‏ 
أتشظة ERE EEE ESER‏ ا اا O ESEREKE EMER‏ 
تمرينات ومسائل عتمي لوا وا ا 14 


© التحليل التوافقى 147 


1. إنشاء قوائم من عناصر مجموعة MuuuasaaesesenenenstenunatusaRERBdetateRatstattaÊêt‏ 
2. التوافيق 1 
3. خواص عدد التوافيق ("! )» ومنشور ذي الحدين yy‏ 
أنشطة E O‏ 
تمرينات ومسائل REGS‏ اما ااا 1000|[ 00000 





@ ااختماات 169 





1. الاحتمالات المشروطة Sj‏ ا TD uuunauasauaedenesesetaneananênanêeazÃadsiseuêu‏ 
2. المتحولات العشوائية e O‏ 
3. الاستقلال الاحتمالي لمتحولين عشوائيين yy‏ 
4. المتحولات العشوائية الحدانية ا ا ا ا ا اي 77700ب 00000000 
أنشطة اجو جاو ب اا اام الال اا ادل ا ا الو ل E‏ 
تمرينات ومسائل ا ا ليا ااا ااا ااا ااا EEE EERE REESE ESKERE‏ 00000707 
مسرد المصطلحات العلمية 205 


الأشعة في الفراع 


0 عموميات | 
© الامرتباط المخطي لثلاثة 
@ المعلم س2 القرات 
لمسافة سيك القراع 
© المسافة ‏ 8 
كر الا عاد المتناسبة 2 الفراغ 
ر ١‏ 








تاريخيأء يمكن إرجاع مفهوم الأشعة إلى بداية القرن التاسع عشرء في أعمال بولزانو 
B01٥‏ الذي نشر عام 4 کتاباً عن أسس الهندسة» يتعامل فيه مع النقاط 
والمستقهات والمستويات بصفتها عناصر غير معرفةء ثم يعزف عمليات عليهاء 
وكانت هذه خطوة عة على طريق وضع الأسس الموضوعاتية للهددسة» وقفزة 
ضرورية من التجريد اللازم نحو مفهوم الأشعّة والفضاءات الشعاعيّة. 

وفي عام 1827 نشر موييوس Möbius‏ كتاياً عن حساب مراكز الأبعاد 
المتناسبة : انطلاقا من أيّ مثلث 0٥48ء‏ أي نقطة 2 من المستوي هي مركز ثقل 
النقاط 4 و8 و0 وقد وضعنا فيها أوزاناً مُناسبة © وة و». تكمن أهمية هذا العمل 
في أنّ موبيوس كان يتأمّل مقادير موجمة, الظهور الأول للأشعة. وفي عام 1837 
نشر موبيوس نفسه كتاباً في عام التوازن يتحدّث فيه صراحة عن تحليل مقدار 
شعاعي على محورين. 

في عام 1814 مثّل آرغان 4صدعدةى الأعداد العقدية بنقاط في المستويء أي 
بأزواج من الأعداد الحقيقية» ولكنّ هاملتون «هاانصه1 هو مَن تعامل مع هذه 
الأعداد بصفتها أشعّة ثنائية الأبعاد في مقالة علمية نشرت عام 1833 وأمضى بعدها 
عشر سنين من حياته مُحاولاً - دون جدوى - تعميم عملية ضرب الأعداد العقدية 
على الأشعة في الفراغ الثلائي الأبعاد. ولكنه نجح في فضاء ذي أربعة أبعاد 
واكتشف عام 1843 ما يُعرف بحقل الرباعیات 108م0026 وهو حقل غير 
تبديلي يمدّد حقل الأعداد العقدية. 





الأشعةفي الفراغ 


© عموميات 


يُعمّمُ مفهوم الشعاع» الذي رأيناه في المستوي في الصف الثاني الثانوي» دونما فوارق» إلى الفراغ. 


© نقرن بكلٌ ثنائية نقاط (8 ,4) من الفراغ» الشعاع ۸8 . 2 5 8 
" في حالة 8 عد 4» يمتلك الشعاع 48 : e‏ 
ل تر 
ه اتجاهاً يتفق مع الانتقال من 4 إلى 8. 8 5 
٠‏ طولاً أو نظيماً هو المسافة بين 4 و . نرمز إلى نظيم الشعاع 48 بالرمز | | 
فكرن 4۸ = |18 . 
" في حالة 8 = 4رء الشعاع 44 هو الشعاع الصفري ويرمز إليه بالرمز 0. 


A 


8 قل ا مارو ا فلك اسح ذاق والاتهاء فاته والطول دات كب فة 
77 = €5 = 48 = 7 كما يشير الشكل السابق. 

© إذا لم تكن النقاط الأربع 4 و 8 و © و( على استقامة واحدة» عندئذ : 

«AB = CD «‏ يكافئن « 428100 متوازي أضلاع « 

® أيَاً تكن النقطة 4 من الفراغء وأياً يكن الشعاع 7» توجد نقطة واحدة 8 تحقّق # = 48. 

© قواعد الحساب المتبعة مع الأشعة في الفراغ» هي ذاتها المتبعة مع الأشعة في المستوي (علاقة 
شال مل )+ 

1. الأشعَة المرتبطة خطياء التوازي والوقوع على اسسمّامة واحدة 


يُعرَفُ الارتباطٌ الخطي لشعاعين في الفراغ كما هي حال التعريف في المستوي. والأمر ذاته فيما يتعلق 
بالمبرهنات والنتائج المترتبة عليها: 











© نعريم 1 


ب“ / 


يعني أنّ المستقيمين (48.) و (010) متوازيان (الانطباق حالة 
خاصة من التوازي ). أي إِنَّ لهما المنحى ذاته. 5 


أضيظا صطلحَ أنّ الشعاعَ الصفري وأيّ شعاع 7 مرتبطان خطياً. 7 


@ مبرهنة 1 
" يكون الشعاعان 7 و 0 مرتبطين خطيَاً إذا وفقط إذا نتج أحدهما من الآخر بضربه بعدد حقيقي 
أي إذا جد عددْ حقيقي ۸ يحقق K0‏ = 0 أو وجد عددٌ حقيقي ۸ يحقق ۸0 = 8. 
* تكون النقاط المتمايزة 4 و 8 و© على استقامة واحدة إذا وفقط إذا كان الشعاعان 48 و2406 


مرتبطين خطيّاً وهذا بدوره يُكافئ وجود عددٍ حقيقي غير معدوم # يحقق 546 = 48 . 


ومتلما في المستوي» لدينا المبرهنة الآتية: 


لتكن 4 و 8 نقطتين مختلفتين من الفراغ» عندئذ المستقيم (۸8) 
هو مجموعة النقاط 1 التي تجعل 47 و 18 مرتبطين خطياًء 
أي مجموعة النقاط 1 التي تحقّق 48+ - ۸11 حيث + من 
.R‏ 


كيف نستفيد من قواعد الحساب؟ 
177 مكعبٌ و 7 منتصف الحرف [706]. 
© عيّن النقطة 31 التي تحقق العلاقة (1) الآتية: 
AE +] = AM‏ + 48 . 
© أتبت صحة العلاقة (2) الآتية : 
لد لل = 0 + 8ل . 





0 إذا كانت ۸ نقطة معلومة وكان 1 شعاعاً معلوماًء أمكن تعيير النقطة /ر التي تحفّة 
7# = 47 . ومنه فكرة البحث عن شعاع واحد يساوي الشعاع AB + AE + FÎ‏ . 


a 














الرباعي 4877 مربع؛ إذن 47 = 48 + 48 استناداً إلى قاعدة متوازي الأضلاع في جمع الأشعةء 
ومنه AF + F1‏ = ير + AE‏ + 48 . م تسثفيد من علاقة شال لنجد 41 ع 77 د 47 ومنة 
7 ع I‏ دنه 8 وبالتغويض في [1) نجد 111 < 41 وة > 1 . 
© لإثبات المساواة (2)» نفكّر بتحليل الشعاع 48 لإظهار الشعاع 47 . فنكتب» استناداً إلى علاقة 
شال ۴8 + AF‏ = 48 إذن 

AB +OF = AF + FB + CF = AF + CF + FB 
وبالاستفادة مق عا شال اھت شوك 4-08 "رار درن 8 ار‎ 


1 : 0 


أتبقى العلاقة التي أثبتناها في المثال السابق صحيحة أياً كانت النقاط 0,7 ,4,8 في الفراغ؟ 


كيف نبت وقوع نقاط على استقامة واحدة؟ 
لیکن ,480101711 متوازي سطوح. وليكن 6 مركز تقل المثلث 
7 . أثبت أنَّ النقاط 7 و © و ل تقع على استقامة واحدة. 





9 أحد أساليب إثبات وقوع النقاط 2 و 6 و 7 على استقامة واحدة 


هو إثبات أنَّ الشعاعين .2 و 76 مرتبطان خطياً. 


لما كانت 6 مركن تقل المثلث. 872+ کان 0 = 62+ آ6 + 68. لنسع إلى إظهان الشعاع 5G‏ 
بالاستفادة من علاقة شال» تجد 





GD + DB + GD + DI + GD + DK =0‏ 
ومنه 
3GD + DB + DI + DK =0‏ 
ومن جهة أخرى لنسع إلى إظهار الشعاع 27 نلاحظ أنّ 
AF‏ د 71 د عد سد لقت 24 ند 27 28 


SADI LRM LA LI sD 


أو 0 = 227+ 362 أي 227 = 326. إذن تقع النقاط 2 و © و ل على استقامة واحدة. 


0 






































وت ما فائدة مفهوم الارتباط الخطي لشعاعين في الفراغ ؟ 


" لإثبات توازي توازي مستقيمين أو نفي توازيهما. 
" لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة أو نفي وقوعها. 


هذ تدر 


0 18021017 مكعب. 7 منتصف [7]ء» ل منتصف [76]. 





© في كلّ من الحالات التاليةء بيّن إذا كانت النقطة / المعرّفة بالمساواة الشعاعية المفروضة 
تنطبق أو لا تنطبق على أحد رؤوس المكعب. وعلَّلَ إجابتك. 
اه .AM =AE+AB+AD a2 .AM = AB+DH‏ 


.AM = AG + BF a4 .AM = FE + DG =3 





.AM = (4G + HB) "5‏ 
2 
© في كل من الحالات الآتية» حدَّدْ موقع النقطة ١‏ المحققة للمساواة الشعاعية المفروضة. 


.AN = 2ه [8 +806 + ظم‎ .AN = AB+AE+FJ al 





.AN = AD + DC + CF + GEH + EI a3 
في كل من الحالات الآتية» عبّز عن المجموع الشعاعي المفرو ض بشعاع واحد (قد يكون‎ © 
مضروباً بعدد) وذلك باستخدام نقطتين من الشكل حدر‎ 


. > BG + JF 4 .AE+AF 3ه‎ .BF+EC له‎ .AJ+BA al 
5 5 متوازي سطوح.‎ 48028768 © 
e أثبت صحة المساواة الشعاعيةء في كل من الحالات الآتية:‎ © 
٤ .ED+GF =Û 2 .EA+ EF + BÊ =Û al 
: 717 + FB + FG = FD a4 .CD + CG + EB = 3 


© وضع النقاط م و0 و ۸ بحيث يكون: 
AP = AB +3AD +IAE al‏ 
.AQ =3AB +3AD + AE a2‏ 
.CR = 3AE - AB-— 3AD a3‏ 


© عيّن شعاعاً يساوي 87 + 85 + 70 وأثبت أنّ هذا الشعاع يرتبط خطياً بالشعاع 17 . 





© أوجد شعاعاً يساوي 78 + 70 + 78 وأثبت أن هذا الشعاع يرتبط خطياً بالشعاع 27 . 


١02 



































© الارتباط الخطي لثلاثة أشعة 
2 الخاصة المميّزة لمستوفي الفراع 


© مبرهنة 3 


لتكن 4 و 8 و ١‏ ثلاث نقاط ليست واقعة على استقامة واحدة. 
عندئذ المستوي (42)0) هو مجموعة النقاط 14 المعرّفة بالعلاقة: 
6ن + 4M = AB‏ حيث z‏ و؛ من R‏ 





نقول في هذه الحالة إِنَّ 48 و 40 يوجهان المستوي (480). 
ونقول أيضاً إنَّ 48 و 10 هما شعاعا توجيه في المستوي (480). 
9 يتعيّنُ مستو 7 عموماً بنقطة وشعاعين 7 و3 غير مرتبطين خطيَّاًء هما شعاعا توجيه 7. 
الإخواءته (ينرك إلى قراءة ثانية) 
ف النقاظ نال واه وا ت بعلل انتقابة را لاعن ده و 20 غر سفن خطناء ان 
(4:48,40) معلمٌ في المستوي .)48٥(‏ فإذا كانت 34 نقطة من ذاك المستوي» وُجدت ثنائية 
حقيقية (ر,») تحقق AB + yAC‏ نه = .AM‏ 
* وبالعكس» لنثبت أنّ كل نقطة 14 معينة بالعلاقة 4€ + 48 = 43/7 هي نقطة من المستوي 
(480). لقا كان (4:48,.40) معلماً في المستوي (480.): إذن توجدُ نقطةٌ 7 من هذا المستوي 
إحدائثيتاها («,نه) أي 40 + 48+ = 4١‏ وعندئذ يكون 4١‏ = 471/7 ومنه N‏ = 14 . فالنقطة 


1 تتتمي إلى المستوي (480). 


2.2. الارتباط الخطى لثلاثة أشعة 


7 تعريهم 2 


نقول إِنَّ الأشعة # وت وت مرتبطة خطياًء إذا وفقط إذا وُجدثْ 
نقطةٌ 0 تجعل النقاط © و4 و 8 و 6+ المثرفة وفق. 2 - 0۸ 


0 


و8 = 08 و س = 00» تقع في مستو واحدٍ. 





وعندئذ أي نقطة 0 من الفراغ تُحقّق هذه الخاصة. كما يمكن تعميم هذا التعريف ليشمل أي عددِ 

















شح ملاحظة: عندما يكون الشعاعان» غير الصفريين # و #» مرتبطين خطياًء تكون النقاط 0 
و4 و 8 على استقامة واحدة» فيوجد على الأقل مستو يحوي المستقيم (04) والنقطة 0» وعندئذ تكون 
الأشعة # و7 وت مرتبطة خطياً. 


7 مبرهنة 4 


ت ول و8 ثلاثة أشعة. نفترض أنّ 7 و ليسا مرتبطين خطياً. عندئذ تكون الأشعة 7 و0 
و مرتبطة خطياً إذا وفقط إذا وُجد عددان حقيقيان ۾ و 0 يحققان 00+ 40 ح 77. 
ابام (نرك إلى قراءة ثانية) 
* لنفترض أنّ الأشعة © و © و ©7 مرتبطة خطياً. ولتكن 0 نقطة تقع في مستو واحد 2 مع النقاط 
4 و8 و € التي تحقّق : 
04-28 و = 08 و =û‏ 00 
لما كان الشعاعان 0 و7 غير مرتبطين خطياًء كانا شعاعا توجيه في المستوي (048) أي 2. 
واستناداً إلى التعريف» تنتمي النقطة © إلى هذا المستوي. وعملاً بالمبرهنة 3» يوجد عددان حقيقيّان » 
و 0 يحققان 008+ 404 = 0€» أي 00+58 = [1. 
" وبالعكس» لنفترض أنّ 00+ اه = ت حيث ه و5 من ۸. ولتكن 0 نقطة ما من الفراغ 
عندئذ نعرّف النقاط 4 و 8 و © بالعلاقات 
04-28 و = 08 و OC =û‏ 


المستوي (048). وبذا يتم إثبات المطلوب. 


إثبات ارتباط خطي لأشعة 0 H‏ 
yT‏ 
588768 سكعب النقطة 7 منقصف [88] و ل متف 0 
0 
A B‏ 


[56]: أفت أنّ الأشعة 57 و 56 وا مرقيطة خطياً. 


ليس راضحا من الشكل وجوه شعاغيخ مزتيطين خطيا من بين الأشعة الخلاكة وقد لأ بكرن ذلك صنحيكا. 
لنحاول إذن التعبير عن 7,7 بدلالة 257 و 56 وهما غير مرتبطين خطياً لأنهما متعامدان. لأجل ذلك؛ 


4 











فعلى سبيل المثال 

® IJ =IE + EF + Fj 

ل + 820 + 18 = [1 © 
فإذا أخذنا في الحسبان أن 0 = 78 + 78 و0 = 67 + ۰۴7 بدا طبيعيّاً أن نجمع © و © طرفاً مع 
طرف»› فنجد ( 67 + EF + BG + (F^‏ + ( 18 + (118) = 217. إذن BF + BG‏ = 2717 ومنه 


6 + :27 = 17. وهذا يثبت الارتباط الخطي للأشعة 57و80 TÎ gy‏ 


و وين نثبت توازي مستقيم ومستو؟ 


۴ عنصي ك 
لإثبات أنَّ مستقيماً 4 يوازي مستوياً 7 يمكننا إثبات أن 4 يوازي 

مستقيماً ' من 7. 7 
" شعاعياً 

لإثبات أنّ مستقيماً 4 يوازي مستوياً 7 يمكننا إثبات أنَّ في المستوي 7 = 
نقطتين 4 و 8 تحققان 7 = ٠48‏ و شعاع توجيه للمستقيم 4. 7 4 


وص كيف نثبت توازي مستويين؟ 


هندسياً 7 0 م 
لإثبات توازي مستويين» يمكن إثبات أنَّ مستقيمين متقاطعين من أحدهماء ر 
زان مستقيين مقاطعين من الآخر. مر 


" شعاعياً 
لإثبات توازي مستويين» يكفي إيجاد شعاعين غير مرتبطين خطياً 48 87 ا 
و40 من الأوّل» وشعاعين غير مرتبطين خطياً ۸'8 و40 من 


الثاني» تُحقّق أنّ الأشعة 48 و 40 و 4/8 مرتبطة خطياًء وكذلك أنّ oy‏ 
OEE RT WT ET‏ 





















































© 4 و8 و6 ثلاث نقاط متمايزة من الفراغ. أتكون الأشعّة 48 و 40 و 80 مرتبطة خطياً؟ 


© 4 و8 و ١‏ ثلاث نقاط متمايزة من الفراغ. 8 نقطة تحقّق 480 = »8٤‏ و ۴ نقطة تحقّة 


8 = 4۴. أنقغ النقاط ۸ و 8 و © و8 و7 في مستو واحد؟ 


© 18012117011 مكعب. 1 منتصف ]E۳|‏ و آ منتصف [7”6]. 
© أتنتمي النقطة 7. إلى المستوي (481)؟ 


© أتقع الأشعة 48 و 41 و 4.7 في مستو واحد؟ 





© 4802 رباعي وجوه. و 11 هي النقطة المحققة للعلاقة 


AM = AD + 3AB + DC 


8 08 مكسب. فيه 1 نقطة قق EH‏ = 211 » و N‏ نقطة تُحقق 48 = .AN‏ 
© أثبت أن 8 + EA‏ = 1107 . 
© أتكون الأشعة 8۸ و 1477 و 78 مرتبطة خطباً ؟ 


© 4802181018 مكعب. 7 و7 و × و5 هي بالترتيب منتصفات ٠‏ 6 5 
[48] و[80] و[06)] و[4#]. ولتكن /3 النقطة المحققة eh‏ 
للعلاقة 287 = /3581 . د -يا” 

© لماذا 14 هي مركز ثقل المثلث ۸88؟ oe‏ 


© أكون الأشعة //3ط و 07 و 7۸ مرقيطة خطي ؟ 























© المعلم في الفراغ 
3 المعلم في الفراغ 


اختيار معلم في الفراغ» هو إعطاء نقطة 0 شمَى مبدأ المَعلم» وجملة ثلاثة أشعة (7,7,6) 
ز إلى هذا المعلم بالرمز (#,0:1,7). ونسمّي عادة الجملة (#,7,) أساس أشعة 


ليست 


4 


مرتبطة خطياً. ٠‏ نرمز 
افراع ونقول إن بُعد الفراغ يساوي 3 لأنّ عدد أشعة أي أساس فيه يساوي 3 

لكا ملاحظة: كعد المعالم (:,0:1,2) و (0:1,6,7) و... و (0;7,1,۸) معالم مختلفة في الفراغ. 
3 الإحداثيات 


8 مبرهنة وتعريوم 5 
(,0:7,7) معلمٌّ في الفراغ. عندئذ أَياً كانت النقطة 11 من الفراغ؛ توجد ثلاثيةٌ (1,2,:) وحيدة 


من الأعداد الحقيقيّة» تُحقّق : 7ه + زر + 7د = 01. تسمّى (2,,) إحداثيّات النقطة 14 في 


المعلم (0:1,7,6). » هي فاصلة 11 ون هي ترتيب 11 وء هي علو أو راقم /3 في هذا 


المعلم. 
الإثباءته 
sS‏ 
المار بالنقطة 1 موجَّهاً بالشعاع 7 يتقاطع مع المستوي (0,/,7) في 
نه و ل يحققان ژر + أنه = أ011. 


نقطة 11 . إذن يوجد عددان 
و ۴# مرتبطين خطياًء يوجد عددٌ حقيقي 2 


ولمًا كان الشعاعان 11'1 
يحقّق 2# = 1111. وتبعاً لعلاقة شال 1111 + 011/7 = 011» ومنه 
۴ + زر + ي = 0. نقبل وحدانية كتابة 00 بدلالة 7 ور و#. 





© تعرينه 3 
(:,0:4,7) معلمٌ في الفراغ. نقرن بالشعاع 7 النقطة 1 التي تحقق 7 = [0. نعرّف مركبات 
الشعاع 7 بأتها (2,,) إحداثيات النقطة 714. وعليه يُكتب أي شعاع 7 بطريقة واحدة 


بالصيغة م + زر + أنه = 0M‏ = 1. 


وكما هي الحال في المستويء يمكن أن نكتب مركبات الشعاع 7 في عمود : 


0 








12 
0 
2 








3 الحساب باستعمال الإحداثيّات 


جميع النتائج المتعلقة بالإحداثيات في المستويء تمتدُ على الفراغ بإضافة إحداثية ثالثة. في معلم معطى 
(,0:1,7)» إذا أعطيت إحداثيات # و2 وفق 
يان و (R92)‏ 

عندئذ: 
" أي كان العدد الحقيقي ۸ء كانت [6:,//,/2) مركبات الشعاع 10. 
" مركبات الشعاع 0+ 7 هي ( 2 + (z+ ay + y2‏ 
" إذا أعطينا النقطتين ( ,رل ,4)2 و ( بر ,وة ,ره ) 8 كان لدينا: 

5 مرگبات الشعاع AB‏ هي )24 -  YB:*B‏ ولاحرة - و( 
T4 Ip YA FYB 24 FB‏ 


5 إحداثيات النقطة 14 منتصف القطعة المستقيمة [۸48] هى E TT‏ 


| 0 
الحساب في مغلم 
نتأملء في معلم (/,0:7,27)» النقاط (3-,4)1,2 و (1,3,3-)8 و (1,2-,0)4. ولتكن 7 نقطة 


تجعل 48017 متوازي أضلاع. احسب إحداثيات 2», ثمَّ احسب إحداثيات 7 مركز متوازي 
الأضلاع هذا. 


" يكون الرباعي 48017 متوازي أضلاع إذا وفقط إذا كان 70 = 48 . ولكن مركّبات 48 هي 
(2,1,6-) = زية ح ورة بولا - (zp = ZA YB‏ 
وإذا افترضنا (2):,,2» كانت مركبات الشعاع 70 هي (2 -2,-1-, - 4). وعليه ثكتب 
المساوة 70 = 48 بالشكل 
2 2 - 4 
1 إع اإن-1- 
6 2-2 
ومنه 6 - ان و20 = و 4- = »أي (4-,2-,2)6. 
" مركز متوازي الأضلاع [» هو منتصف قطره [40]. فإحداثيات النقطة 17 هي 
2 2-1 ا ع 24 مل + YA‏ منة + t4‏ 


0 0 0 7 


2 2 2 2 2 2 

















كيف نثبثُ وقوع نقاط على استقامة واحدة؟ 
ليكن 480217۸1 متوازي سطوح. وليكن © مركز ثقل المثلث مر 1 
81 . أثبت تحليلياًء بعد اختيار معلم مناسبء أنّ النقاط 2 و06 ار ل 
و ل تقع على استقامة واحدة. 

9 نختار معلماً تكون إحدائيّات رؤوس المجسم المعطى بالنسبة إليه 
سهلة الحساب. 


نختار» على سبيل المثال» المعلم (4:48,42,47)ء فيكون (8)1,0,0 و (2)0,1,6 و (20,0,1 


ر .قا عافت: 6 مركز قل المت 1۸ گان + 0 = 6۸ + رم + 08ء ولكننا بست 
عن مركبات 46ء لذلك نستفيد من علاقة شال لنستنتج مما سبق أنّ 




















JC 





GA + AB + GA + AI + GA + AK = Û 
أو‎ 
3GA = (AB + AI + AK) 


1 


إذن 9م + 7ه + هم = 416 . فإحدائيات 6 هي 


دن 


333 © ° و = 0ق 
راتو إلى ا ا گان ورت 6ق كت 870 رو وا = 1 د A DI‏ 





1+0+1 0+0+1 e 3 1 2 


22 وب 5-5 
N‏ 
ا2 ّ و( ( 
إذن 7 = @0. والشعاعان و ق ق #القاط ور ر 


واحدة. 


وض كيف نتعرّف الارتباط الخطي لشعاعين في الفراغ تحليلياً ؟ 
في معلم معطىء يكون الشعاعان (2 ,ر ,»)ن و (/2)2:,1,2» غير المعدومين» مرتبطير خطياًء إذا وجد 
556 قيقى k‏ غير معدوم» ب َه kU‏ حزن أي xr = kr‏ و “ررم y=‏ و چم حاير وهذا يُكافئْ ن 


م -ج - 4 = ب في حالة “نه و “نه و 2 من .R*‏ 
sy 2‏ 


a 









































© نتأمّل النقاط (4)3,5,2 و (1,3-,8)2 و(2,2-,0)0 و (2,5,1-)2 و (8)83,9,2 و «F(8,13,3)‏ 
في معلم (/,0:7,7) للفراغ. 
© احسب إحداثيات منتصفات القطع المستقيمة [48] و [02] و [57]. 
© اخس مركيات الأشيعة 48 و 00 و 8۴ 
© عيّن إحداثيات النقطة × بحيث يكون الرباعي 48016 متوازي أضلاع. 
© جد مزکبات کل من الشعاعين : 


لوه 


= 2A8 - >CD + 7 و‎ = 84B +560 


© في معلم (0:7,7,6) للفراغ. نعطى إحدائيات أربع من رؤوس متوازي ال 

السطوح. 48628767 المرسوم جانباء وفي 1 
(1-,4)2,1 و B(1,3,-1)‏ و C(-3,2,0)‏ و E(3,-1,3)‏ . 

جد إحداثيات الرؤوس الأربعة الأخرى. 

© لديداء فى معلم للقراغ» النقاط 0-1 46 و ,83,5 و( دي3 0 
© جد إحداقات التقطة 7 منتصف فة 
© جد إحدائيات النقطة 2 نظليرة 1 بالنسبة إلى 6: 
© جد إحداثيات النقطة 4 التي تحقق العلاقة 346 + 48 = BM‏ . 
© جد إحداثيات النقطة ١‏ التي تحقق العلاقة 21/0 = 114. 

© لدينا النقطتان (2-,4)2,3 و (1,0-,8)5 . جذء إِنْ أمكن» في كل حالة» إحداثيات النقطة 14 
المعفقة للحائقة المفروكة:. 
MA = MB © MA = 2AB ©‏ 
MA- MB = AB © 3BA + MB =Û ®‏ 


© أيمكن تعيين ه و ة لتقع النقاط (4)2,3,0 و (8)3,2,1 و (34)6,3,2 على استقامة واحدة ؟ 
© أيمكن تعيين ۾ ليكون الشعاعان (7)2,4,5 و (2,0-,7)1 مرتبطين خطياً ؟ 


© في كل من الحالات الآتية» بين إذا كانت النقاط 4 و 2 و © تقع على استقامة واحدة. 
B(0,2,4, A4(3,-1,2) ©‏ ,(3-,0)2,0 
C(0,-1,7), B(-2,0,5), A(-41,3) ©‏ 
C(1,-1,-3), B(l-14), 4),-1,0( ©‏ 

















© المسافة في الفراغ 


ا ا 
نتأمّل نقاطاً 0 و 1 و7 و × من الفراغ» ونكتب 7 = 01 و 7 = 07 و ۴ -016. 


7 تعريم 3 
نقول إِنَّ المعلم (,0:1,7) معلمٌ متجانس إذا تحقّق الشرطان: 
* المستقيمات (01) و (07) و (016) متعامدة مثنى. 
* نظيم كل من 7 وا وال يساوي واحدة الطول» أي 1 = |۴| = |7| = |[7]. 


4. . نظيم شعاع» المسافة بين نقطنين 


© مبرهنة 6 


في معلم متجانس يتحتّق ما يأتي : 

0 عط دول ا 1 اشيم 0 اة 

© وفي حالة نقطتين (2 ,ړل برنه)ك و (ورة ,ولا ,ونه)2» يكون 
ês - 24) + (Yp - Y4) + (2g - 24)‏ ك 1418 








الإثباءهم 
© ليكن (#,0:1,7) المعلم المتجانس» ولتكن 34 النقطة التي تحقّق 04 = #ء فيكون 
e‏ + ا + ته = 034 لتكن 27 النقطة من المستوي (0:7,7) التي تحقق إا + ته = 0١‏ 
وك راط فيكرق 
2ن + ON = a‏ وا NM? = c‏ 

ولكن المعلم متجانسٌء فالمستقيمان (3711) و (;0) عموديان على المستوي (0:7,7) والمثلث 017711 
قائمٌ في 77 ؛ إذن 

¢ + ثم + 3م = OM? = ON? + NM?‏ 
ولكن || = ۰01 إذن 2 + ٥‏ + 7ہل = نا 
© لدينا |48 |= AB‏ ومرگبات ۸8 هي زمه — 2B‏ ريل - ولارينه - ‘(zp‏ إذن استناداً إلى © 
ت العا المطارية: 














« إذا كان 6+ 2j‏ - :3 ع كان 14/. = 12+ 2(2-) + 3ل = || ۔ 
" إذا كانت (1,3-,4)4. و(2-,8)2,3» كان 
AB = (2 - 4(2 + (3 +1) + )2 - 3(2 = ./45 = 35‏ 


الحساب في معام 
نتأمّل» في معلم متجانس (0:1,7,5)» النقاط الآتية. 
A(2,3,2)‏ و B(—-2,-1,2)‏ و C)-2,3,-2(‏ 5 | 


سا |دن 
نت ادن 


بم إدن 


© احسب المسافات 0,472 4 ,80,410 .CD,BD,‏ 
@ بين طبيعة وجوه رباعي الوجوه (4728)001 . 


© حساب الأطوال 


فق ع "سيق عد 7ق د PE‏ اه أي AB‏ 
- = (2 - 2-) + 3(22 -3) + 2/2 -2-) = 402 » أي 4/23 = 40 . 
123 49 49 25 2 1 2 2 2 1 < 124ل 
E a TS‏ 
3 ل 3 1 2 ۰D‏ أي AD‏ 
® 32 = 2-2(2-) + 3+1(2) + 27 + 2-) = 2802 أي 4/2 = BC‏ . 

٤ 1 2 2 1 2 49 25 49 123‏ 
۾ 123 _ 5 )3-2( )1 6 | ا ا يبص ررق 
ee‏ ال ا 3۳2 BD‏ » أي BD‏ 


2 2 2 5 
, 123 _ 25 , 49, مه + )+ زة-ع)+ 2+ ) - نمم ا 15 _ ورن, 


03 


6 


3 3 3 3 9 9 9 9 


© « 80 = 406 = 48 فالمثلث 480 متساوي الأضلاع. 

BD "‏ = 42 و48 عد 82 » فالمئلث 487 متساوي الساقين رأسه 7 وهو ليس مثلثاً قائماً لأنّ 
AB?‏ ع DA? + DB?‏ . 

* نجدء بالمثلء أنّ كلأ من المثلثين 4٥02‏ و 802 مثلَّتٌ متساوي الساقين. 

" يضاف إلى ما سبقء أنّ المثلثات 487 و4607 و 707 مئثلثاتٌ طبوقة. 























معادلة كرة مركزها المبدأ 
نتأمّل» في معلم متجانس (0,/7,8)» النقطة 4 التي إحداثياتها (4-,1,2). 
© جد معادلة للكرة £ التي مركزها 0 ونصف قطرها يساوي 5. 


© جد معادلة للكرة '5 التي مركزها 0 وتمر بالنقطة ۸. 


9 لإيجاد معادلة كرة» يمكن استعمال التعريف الآتي : الكرة £ التي مركزها 0 ونصف قطرها 
#» هي مجموعة النقاط 11 من الفراغ التي تحقّق ”۸ = 01/2. 
© الكرة £ التي مركزها 0 ونصف قطرها 5 هي مجموعة نقاط الفراغ التي تبعد عن 0 مسافة 
تساوي 5. فالقول إِنَّ النقطة (1/),0,2 تنتمي إلى الكرة 5ء يكافئ القول إِنَّ 5= /01» 
أو 25 = ع + ”ن + 2م = 01/2 . ويعني هذا أنَّ معادلة للكرة £ هي : 
5 = ے + شن + ثبو 
© نصف قطر الكرة “5 يساوي 04» ولمّا كان 21 = ”(4-) + 22 + 12 = 04. استنتجنا أنّ 
1 = 2ج + شن + 2ه هي معادلة للكرة '5. 
© احسب نظيم 7 ول و في كل من الحالات الآنية: 
© (2,3-,2)2 و (2-,4-,2)4 و (2-,0)4,1. 
Û = 20-37 ©‏ و 6ق + 1 - 7 وم +د37/.- :ول = ق. 
© فيما يأتي» بيّن هل المثلث 48٥‏ قائم ؟ هل هو متساوي الساقين ؟ هل هو متساوي الأضلاع ؟ 
© في حالة (1-,4)1,3 و (2-,8)3,6 و (0)0,4,0. 
© في حالة (2-,4)1,3 و (1,0-,8)2 و (1-,3-,0)6. 
© لدينا النقطتان (1-,4)5,2 و (8)3,0,1 . بيّن أي النقاط 6 أو( أو £ تنتمي إلى المستوي 
المحوري للقطعة [48]ء في حالة (2-,2,5-)0 و (3-,2)1,1 و (3,2,1). 


9 المستوي المحوري لقطعة مستقيمة هو مجموعة النقاط التي تبعد عن طرفيها المسافة نفسها. 

© نتأمّل النقاط (4)1,1,:/2 و (2,0/-,800/2 و © نظيرة 4 بالنسبة إلى المبدأ 0. أثبت أنّ المثظلث 
180 ملت قائم ومتساوي الساقين. 

© نتأمّل النقاط (1-,4)2,3 و (1-,8)2,8 و(1-,7,3)© و (1,3,3-)2 و (7)5,3,3 . أثبت أنّ 8 
و © و( و8 تقع على كرة واحدة مركزها 4 . 


4 


© مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ 


يعم تعريف مركز الأبعاد المتناسبة الذي درسناه في الصف الثاني الثانوي إلى حالة الفراغ دون 
عناء» وفي حالة نقطتين أو ثلاث نقاط» يؤول هذا المفهوم إلى الحالة السابقة إذ تجري الدراسة عندئذ 
على مستقيم أو في مستوي. : سنهتمٌ إذن بمركز جملة مؤلّفة من أربع نقاط. 


7 تعريننم 4 


إن مركز الأبعاد المتناسبة © للنقاط المتقلة الأربع (»,4) و(8,8) و(0,7) و(2,6) حيث 
0ع 6 ب به + 6 + »» هو النقطة الوحيدة 6 التي تحقّق العلاقة 
aGA + 868 + GC + 6689 = Û‏ 





إِنَّ إثبات وجود ووحدانية النقطة ©» ممائلٌ تماماً لحالة ثلاث نقاط. كما إِنّ براهين المبرهنات 
الآتية ممائلة لتلك الموافقة للمبرهنات التي رأيناها في وحدة مركز الأبعاد المتناسبة العام الماضي. 


© مبرهنة 7 


ليكن © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة الأربع (هبك) و (8,58) و(0,7) و(2,6) حيث 
0ع 6 + + + 8 + وء عندئذء أياً كانت النقطة 1 › كان : 
aMA + GMB + 110 + SMD = (a+ 8 +4 + 56‏ 
ضح علاحظة: عندما نقول إنَّ © هي مركز الأبعاد المتناسبة لنقاط مثقّلة» فإنّ قولنا هذا يفترض أنّ 
مجموع المعاملات أو الأمثال لا يساوي الصفر. 
چ مبرهنة 5 (الخاصة التجميعية) 
ليكن € مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة الأربع (ه,ك) و (8,6) و (0,7) و(2,6) حيث 
0 8+ ب.ه + 8 + ىء عندئذء إذا كان 7 مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط منها مثل 
(4,0) و(8,8) و(0,0)» كان € مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (5+ 8 + به,2) 
و(2,6). 
0لن©)را علاحظة: إذا كانت # مركز الأبعاد المتتاسبة للنقطتين (هبه) و (8,8)+ وكانتك × مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقطتين (+,6) و(2,6)» كانت © مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (8 + .ه,2) 


.(K,y + و(‎ 








مركز ثقل رباعي الوجوه 


ليكن 4807 رباعي وجوه» وليكن © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 
(4,1) و(8,1) و(0,1) و(2,1). لتعيين موضع ۰٩‏ نستبدل» على 
سبيل المثال» بالنقاط (4,1) و(8,1) و (0,1) مركزها “© وهو مركز 
ثقل المثلث 480 . واعتماداً على المبرهنة 8»> € هو مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقطتين (6/3) و(2,1)» إذن تُحقّق © العلاقة 

شمّى النقطة € مركز ثقل رباعي الوجوه 4207/. وهي تقع على القطعة المستقيمة ]٩'([‏ التي 
تسمى المتوسط المرسوم من ( لرباعي الوجوه وتقع في نهاية الربع الأول من هذا المتوسط من طرف 
e‏ 





GD 


9 نرى بإثبات ممائل أن © تقع في نهاية الريع الأول من كل من المتوسطات المزسومة من 4 


متوسط بنسبة 4 : 3 من جهة الرأس. 


إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة 


J AD] رباعي وجوه مركز نقله ©6. 7 منتصف‎ ABCD 
منتصف [80]. أثبت أَنَّ 1 و ل و © تقع على استقامة واحدة.‎ 


9 لكي نثبت أنّ النقاط 7 و ل و © تقع على استقامة واحدة 
يمكننا أن نثبت مثلاً أنَّ @ هي مركز أبعاد متناسبة للنقطتين (7,0) 
و(0,82). 


لما كان € مركز تقل 4807 » فهو إذن مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (8,1) و (6,1) 
و(2,1). ولكنّ 7 منتصف [(4]» هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,1) و(2,1). ول هو 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (8,1) و (0,1). واستناداً إلى الخاصّة التجميعيّة» النقطة © هي مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقطتين (1,2) و(7,2). فالنقاط 7 و ل و © تقع على استقامة واحدة» وتكون تقع © 
في منتصف [17]. 





a 





2 ج 
0 . 


نستنتج من هذا التمرين أنّ القطع المستقيمة الواصلة بين منتصفي كل حرفين متقابلين في رباعي 
الوجوه» متناصفة ونقطة التقائها هي مركز ثقل رباعي الوجوه. 
إثبات وقوع نقاط من الفراغ في مستو واحد 
7 معكعب. أثبت أنَّ النقطة × المعرفة بالعلاقة 
2AK = 08 + 04 + 246‏ 
تقع في المستوي (200). ارسم النقطة × . 





9 لإثبات أنَّ نقطة × تنتمي إلى مستوٍ (8006)» يكفي إثبات أنَّ 
× هي مركز أبعاد متناسبة للنقاط (ه,8) و (0,8) و (,6). 

الحل 

* لإثبات أنَّ × هي نقطة من المستوي (800)» نبحث عن علاقة بين الأشعة ۸8 و10 و K€‏ . 
باستخدام علاقة شال» تكتبُ العلاقة المفروضة 0 = 346 - 64 - C8‏ - 24۴ بالصيغة المُكافئة : 

AK OR 07ح ولت‎ - RA =-SAK 318 =D 
أو‎ 
KÊ - 210 + 3106 = Û 

ولما كان 0 عد 3 + (2-) + 1» استنتجنا أن × هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (8,1) و(2-,0) 
و .)G,3(‏ وهذا يثبت انتماء × إلى المستوي (800). 

" لرسم النقطة × نبدأ برسم 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (6,3) و (2-,0)» إذ تُكتب العلاقة 
0 = 2870 - 3876 بالصيغة 2060 = 625.» فنرسم 87 على امتداد [06] على أن تقع © بين 
6 و 7 وتُحقّق 260 = GH‏ . 
وأخيراً نرسم ×» مركز النقطتين (8,1) و (2,1)» أي منتصف القطعة [877]. 


و ماذا يفيد مفهوم مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ 5 


" يفيد في إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة. 
" يفيد في إثبات وقوع نقاط في مستو واحد. 
" يفيد في إثبات تقاطع مستقيمات. 




















© بالاستفادة من المعلومات المبينة في الشكل المجاور» عيّن 
الأعداد الأربعة © و5 وء و4 ليتحقق ما يأتي : 
© × مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (هبك) و (2,4). 
© 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (8,0) وكء,6). 
© © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة 
(4,a)‏ و (B,D)‏ و (C,c)‏ و .(D,d)‏ 
© عين مركز ثقل المثلث 480 ء في حالة (4-1,2-)4 و(2,1,0-)2 و(5-,0)6,3. 
© لدينا ثلاث نقاط في الفراغ 4 و8 و0. 
© أذيث وجرد نقطة وحيدة 37 نحق 0 = 110 = MB‏ 1 104 
© ما القول عن /1 عندما تكون 4 و 8 و ١‏ على استقامة واحدة ؟ 
© ما القول عن الرباعي 4٥081‏ عندما لا تقع ۸4 و8 و © على استقامة واحدة؟ 
© لیکن 4801 رباعي وجوه و ۸ عدد حقيقي غير معدوم ولا يساوي1. لتكن 7 ول وك و1 
النقاط المعرفة بالعلاقاك + مخ = AÎ‏ و AJ = RAD‏ و OK = RCD‏ و 017-102 : 





© أثبت أنّ 1٤‏ = 88 = 717 واستنتج أن النقاط الأربع 1 و [ و × و1 تقع في مستو واحد. 
© ما طبيعة الشكل الرباعي ,177 ؟ 


"" يجري التعامل مع الأشعة في الفراغ مثلما في المستوي. 
8 إن تعريف المساواة نفسه. 
58 وطريقة الجمع نفسها. 
' وطريقة الضرب بعدد نفسها. 
' وطرائق الحساب نفسها. 

" المستقيم (48) هو مجموعة النقاط /1 التي تحقق 48 = 41 حيث + من ۸. وهذا يتفق 
مع حالة اليئسة المستوية: 

"" وكما في الهندسة المستويةء نقول إِنَّ النقاط 4 و 8 و 0 تقع على استقامة واحدة عندما يكون 
الجشاعاق» 428 و 10 :مرقطيى خطيا. 











"ا وكما في الهندسة المستوية» يكون شعاعان 7 8+ غيد معدرمين» مرتيطين خطراء غندما يوجد 


عددٌ حقيقي ۸ بحيث يكون ۸0 = 1. 





"" المستوي (420/) هو مجموعة النقاط 14 التي تحقق العلاقة 
4M = AB + 46‏ حيث » و ل متحولان في .R‏ 





"" يفيد مفهومُ الارتباط الخطّي لثلاثة أشعّة في الفراغء في إثبات وقوع أربع نقاط في المستوي نفسه. 
لأنَّ القول « تقع النقاط 4 و8 و0 و( في مستو واحد» يكافئ أنّ الأشعة 48 و 240 
و 42 مرتبطة خطياً. 

" لإثبات أنَّ ثلاثة أشعة # وتء وت مرتبطة خطياًء يكفي إثبات وجود عددين حقيقيين ۾ و0 
يُحققان العلاقة 60 + اه = ا. 

" إِنَّ نقطة 0» وثلاثة أشعة 7 و7 و ليست مرتبطة خطيَّاًء تؤلّف مَعْلّماً للفراغ نرمز إليه بالرمز 
(0:116). 

"" في معلم متجانس للفراغ إذا كان (2,نو,نه)2» كان 2م + ر + 2م = || 


"" لإثبات مساواة شعاعية» فكّز في علاقة شال. 

"" فكّز بالاستفادة من أداة جديدة هي « الارتباط الخطي لثلاثة أشعّة » 
5 لإثبات انتماء نقاط على مستو واحد. 
5 لإثبات توازي مستقيم ومستو. 
۴ لإثبات توازي مستويين. 

" فكّز في أن استعمال معلم يمكن أن يكون عوناً في حل مسألةء فعلى سبيل المثال» في حالة مكعب 
أو رباعي وجوه» يوجد معلم مناسب « طبيعي». 

"" لإيجاد مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط من الفراغ» يمكن استبدال باثنتين أو بثلاث منها مركزها 
بعد أن نسند إليه معاملاً يساوي مجموع معاملاتها. 


"" للتعامل مع مسائل المسافاتء لا تختز معلماً كيفياً» بل» اخترءحصراًء معلماً متجانساً. 
" أن يكون شعاعا توجيه مستقيمين في الفراغ غير مرتبطين خطيأء لا يكفي بالضرورة لتأكيد تقاطع 
هذين المستقيمين» بل يجب إضافة إلى ذلك» إثبات وقوعهما في مستو واحد. 


2 








: 
اسشطت 
نشاط 1 معادلة أسطوانة ومعادلة مخروط 
© معادلة أسطوانة 
لتكن 4 النقطة التي إحداثياتها (0,0,7) في معلم متجانس معطى في الفراغ (/,0:4,7). نتأمل 


الأسطوانة المولّدة من دوران الضلع [80] من المستطيل 048٥0‏ حول المستقيم (04) حيث 
3 = 48 . ولتكن 1 نقطة متحولة من الأسطوانة» و77 مسقطها القائم على القطعة المستقيمة [/0]. 





© نفترض أنّ (2 ,و ,»)1 . ما إحداثيات النقطة 87 ؟ أثبت أن إحداثيات /1 تحقق العلاقتين: 
وح شن + ثم و” > ع > 0. 
© بالعكسء إذا كانت (11),7,2 نقطة من الفراغ تُحقق إحداثياتها 9 - و + 2ه و” > + > 0. 
فأثبت أن 3 = 1187» واستنتج أنَّ 14 تقع على الأسطوانة. 
النتيجة : معادلة هذه الأسطوانة هي 9 = شن + 2ه و5 > 2 > 0. 
© أي التقاط الآتية تقع على الأسطوانة (2)3,0,3 و (8)0/3,1/6,4 و (7)0,3,1؟ 
© . جد معادلة للأسطوانة التي محورها (0,7) وقاعدتها الدائرة التي مركزها 0 ونصف قطرها 2. 
7. أعد السؤال © +. في حالة مركز قاعدة الأسطوانة هو النقطة (0)0,8,0. 
© جد معادلة الأسطوانة التي محورها (0,7) ومركز قاعدتها (3,0,0) 7 ونصف قطرها 6/:. 
© صف مجموعة النقاط (14)2:,7,2 التي تحققّ إحداثياتها العلاقات 


5 = شن + ثم و4 > ع > 1. 


2 





© معادلة مخروط 
لتكن 4 النقطة التي إحداثياتها (0,0,5) في معلم متجانس معطى في الفراغ (/,0:7,27). لنتأمل 
المخروط المولّد من دوران الضلع [016] من المثلث 0/476 حول (0/4) مع 2= ڄA۸.‏ 





© لتكن 14 نقطة من المخروط» و75 مسقطها القائم على القطعة [/0]. 
مت ۲ 2 _ تللق ىن ورم 4 : 
۾. اثبت 0 7 ثم MH = gg OH‏ . 
7. اكتب المساواة السابقة بدلالة إحداتيات 14 ولتكن (2,ن,ه). وأثبت أته إذا كانت (2 ,ن,:ه)14 


نقطة من المخروط» كان 0 - کے شوب نم و5 > 2 > 0. 


© بالعكس» لتكن (1,2,:) 14 نقطة من الفراغ تُحقق إحداثياتها العلاقات 
4 
2-2 5 > ع > 0. 
gya +y 95 0‏ 5 > 2 > 0 
MH _ 2‏ 


أثبت أنه إذا كان 0 ع 2ء كان ج = ج . واستنتج أن 7 تقع على المخروط. لا تنسّ حالة 


0ك 


النتيجة : معادلة هذا المخروط هي 0ے غود ومع 5 25ک 0. 


© عيّن من بين النقاط الآتية» تلك التي تقع على المخروطء مبرّراً إجابتك : 
(2,0,5) © و R(-2,1,5(‏ و (1,1,3) 5 و (1')2,2:0/3,10 
© اكتب معادلة للمخروط الذي رأسه 0 ومحوره (0,7) وقاعدته الدائرة التي مركزها (2)4,0,0 


ونصف قطرها 3. 





کی رساك یسا دن 


.]17[ رباعي وجوه. فيه 7 منتصف [48] و 7 منتصف [(0] و0 منتصف‎ 0 1J 
املا القراغ + 02 ++ رم = رم عد 48 واستنتخ أنّ‎ © 
0 هك 0 د 1ه‎ 4 8 
0ب كذ من 10 17 + و2 0 استتقع أن‎ 
AC LBD =3 
لماذا 2017 = 08 + 04 و 207 = 08 + 06؟ استنت أن‎ © 
04 + OB + OC + OD = 5 
.17 - 181 لتكن × منتصف [42]» و1 منتصف [80]. أثبت أن 1817 - 116 و‎ © 
استنتج أن ,1171 متوازي أضلاع.‎ 
و 180 رباعي وجوه. وضّعْ على شكلٍ النقاط الآتية:‎ 
.)8,2( مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (1بكل) و‎ 7 © 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (6,2) و(2,1).‎ 7 © 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (8,2) و (0,2) و(2,1).‎ × © 
.)8,-2( مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,1) و‎ 1 © 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (2-,8) و(1-,6).‎ 4 © 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (2-,8) و(1-,0) و(2,1).‎ ١ © 


@ في المقولات الآتية» بيّن الصحيح من الخطأ معللاً إجابتك. 

© 486 مظثٌ. مهما كانت 2 من الفراغ كانت الأشعة 24 و 58 و 20 مرتيطة خطياً. 

© 4802 رباعي الوجوه. لتكن 7 النقطة المعرّفة بالعلاقة 0۸ + 80 + 2/4 = 214. عندئذ 
تقع 7 على أحد حروف رباعي الوجوه. 

© فال الاش 1ه .و 46 و 48 رضن أن أى شعاعين متها ليسا مرقبطين خطياً: عندها 
كرن الأقعة 42 و 40 و 48 غير مرقطة خطياً. 

© النقاط (4)5,1,3 و (2-,5/-,8)2 و (3,3-,3)© متساوية البعد عن K)2,0,1(‏ . 

© النقاط (0)4,0,0© و(2,0-,2)0 و (5)0,2,6 و (5)5,1,1 تنتمي إلى المستوي المحوري 
للقطعة المستقيمة التي طرفيها (2,2-,4)4. و (8)2,2,0 . 






































سا البحث معأ © 


@ إثات دقع نتاط في سن رواحد 


َه 
ل 


نتأمّل» في المعلم (0:7,7,6)» النقاط الآتية : 
(4)2,0,1 و B(1,-2,1(‏ و C(5,5,0)‏ و D(-3,-5,6)‏ و )3,1,2( . 


المستوي 72. 
نحو الحلّ 
غير مجدٍ هنا رسمٌ شكل. إذ تكمن الفائدة الوحيدة من الرسم في العمل على إظهار نقاط تقع على 
استقامة واحدة. ولكن قد تبدو النقاط في شكلٍ فراغي على استقامة واحدة دون أن تكون كذلك. في 
حين تدعونا معرفة إحداثيات النقاط المفروضة إلى التعامل مع المسألة تحليلياً. 
يتعلق الأمرُ بمعرفة إذا كانت النقاط 4 و8 و0 و( واقعة في مستو واحد. لهذا » نتحرّى 
وخون تعن غير مرقطيق خط من انين اة وو 20و7 
ق اخس مات كل فن قار و و( 
2. استتتج أنّ 48 و 40 على سبيل المثال» غير مرتبطين خطياً. 
استناداً إلى المبرهنة 4» يؤول إقرار انتماء نقطة 7 إلى المستوي (480)» إلى وجود عددين 
حقيقيين 0 و6 يحققان AD SoA DAC‏ 
1. اكتب المساواة الشعاعية السابقة بلغة الإحداثيات» وتحقق أنك ستحصل على جملة من ثلاث 

معادلات خطيّة بالمجهولين © و6 هي: 

a + 36 = -5 


— 2 + 55 = -5 
(= 5 


2. لحل مثل هذه الجملة من المعادلات» اختر جملة من معادلتين من هذه المعادلات الثلاث 
وحلها. هل العددان ى و 0 اللذان وجدتهما حلولٌ للمعادلة الثالثة؟ أكمل. 
3. تصرّف بالمثل مع النقطة 5 . 


ر الجر الح واه اا ية 














© إناتتتاطع سضمين 


0 
4 


ك 


چ چ 
7 


في معلم (0:7,7,8)» لدينا النقطتان (1,1-,4)3 و (1-,3-,8)3» والشعاعان (2-,1,0) 0 

و(3-,0)2,1. 4 هو المستقيم المار بالنقطة 4 والموجّه بالشعاع #» و ' هو المستقيم المار 

بالنقطة 8 والموجّه بالشعاع 7. أثبت أنَّ المستقيمين 4 و7 متقاطعان» ثمَّ عيّن 7 نقطة 

فايطا 

نحو الحلّ 

ليس مفيداء هناء رسمُ شكل بالنقاط والأشعة والمستقيمات المفترضة. إذ قد يبدو مستقيمان في 

الفراغ متقاطعين» دون أن يكونا كذلك» لأنهما غير واقعين في مستو واحد. 

يتعلّق الأمر بإثبات تقاطع مستقيمين من الفراغ» إذن يجب إثبات أنهما غير متوازيين ويقعان في 

مستو واحد. وتدعونا معرفة إحداثيات النقاط ومركبات الأشعة إلى التعامل مع المسألة تحليلياً. 

1. أثبت أنَّ # وة غير مرتبطين خطياً. 

2. ما قولك بشأن المستقيمين 4 و”/0؟ 

يبقى إثبات وقوع المستقيمين 1 و "0 في مستو واحد. المستقيم ,ار 3 

2 والنقطة 8 يعينان مستوياً 72 طالما 8 لا تقع على 4. 

فلإثبات أنَّ 4 و47 يقعان في مستو واحدء يكفي إثبات أنَّ ° 

الأقيعة 18 و 32 مرقطة خط 

1. تحققء بذكر المبرهنة ذات الصلة» أنَّ المسألة تؤول إلى إثبات وجود عددين حقيقيين 0 وم 
يحققان 852+ 2م = 48 . 

2. اكتب المساواة السابقة بلغة الإحداثيات» فتحصل على جملة من ثلاث معادلات خطيّة 
بمجهولين. 

3. اختر اثنتين من المعادلات الثلاث التي حصلت عليهاء ثم حل الجملة المؤلّفة منهما. أيكون 
العددان الحقيقيان » و 0 اللذان وجدتهما حلولاً للمعادلة الثالثة؟ أتمخ. 

لحساب إحداثيات (7),0,2» نقطة تقاطع المستقيمين 4 و '4. نسعىء بالتعامل شعاعياًء إلى 

التودّق من أن 1 تقع على كلّ من 4 و '0. 

1. تحقّق من وجود عددين حقيقيين » و8 يحققان 0# = 41 و 80 = 81 . 

2. اكتب هاتين المساواتين بلغة الإحداثيات لتستنتج © و 8 ومن ثمَّ إحداثيات النقطة 1. 


ر أنجر الح واكيه بلغ سليمة. 





© النوازي ف الفراخ 
لنتأقل المكعب 4807177027 . النقطة 7 من الحرف [07] تُحقّق 
المساواة 106 = 27» والنقطة 7J‏ من [80] تحقّق المساواة 
0 = 87 . أثبت أنَّ المستقيم (111) يوازي المستوي (267). 

98 نحو الحلّ 

4 لا يُظهرُ الشكل مستقيماً من المستوي (.86) موازياً (777). إذ لو كان مستقيمٌ من المستوي 
(876) موازياً (27)» لتأكّد لنا أنّ المستقيم (777) يوازي المستوي (7@). لنفكز إذن بالتعامل 
مع المسألة تحليلياً. نختار (4:48,.4,.47) معلماً للفراغ» لأنّه من السهل تعيين إحداثيات نقاط 
الشكل في هذا المعلم. عيّن في هذا المعلم إحداثيات النقاط /6,8,,1,2. 

8# لإثبات أنّ المستقيم (117) يوازي المستوي (270.7)» باستعمال الأشعة» يكفي» على سبيل المثالء 


إثبات أنّ الأشعة 87 و 5G‏ و 87 واقعة في مستو واحد. 





1. أتبت أنَّ هذا يقودنا إلى إثبات وجود عددين حقيقيين ‏ و و يُحقّقان 
HI > rEG + yEJ‏ 

2. اكتب هذه المساواة الشعاعية بلغة الإحداثيات : ستحصل على جملة من ثلاث معادلات 
بمجهولين. 

3. اختر اثنتين من المعادلات الثلاث التي حصلت عليهاء ثم حل الجملة المؤلّفة منهما. هل 
العددان الحقيقيان ‏ و ن اللذان وجدتهما حلول للمعادلة التالثة؟ 

7 أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 

حل آخر 

فيما سبق» لم نسع إلى إظهار مستقيم في المستوي (567) يوازي (277)» فلجأنا إلى التعامل مع 

الإحداثيات. ولكنّ دراسة تقاطع المكعب مع المستوي (76.7)» تظهرُ مستقيماً من هذا القبيل. 

المستويان (2/7'6) و )48٥0(‏ متوازيان» والمستوي (.87062) يقطعهما بفصلين مشتركين متوازيين. 

1. ارسم الفصل المشترك للمستويين (.86) و (480)» ولتكن × نقطة تقاطعه مع (4). 
A‏ 8 = 4۸ أثبت أ EK = HI‏ . 

2. ماذا تستنتج بشأن المستقيمين ([7) و (2۸)؟ وكذلك بشأن المستقيم (577) والمستوي 
9 


رو أنجز الح الآخر واكتبه بلغة سليمة. 





@ تو کب سر : 


$ 
4 


ك 





Fi 
aE 
و ۶ ثلاث نقاط من الأحرف‎ N مكعب. 14 و‎ 07 
57 و [87] و [©] بالترتيب» كما في الشكل المجاور. يُطلب‎ ]4#[ 


إيجاد مقطع المكعب بالمستوي (0172). 

نحو الحلّ 

نريد تعيين تقاطع المستوي (14772) مع وجوه المكعب. ولكن بم نبدأ؟ نعلمُ أنه عندما يقطع 

المستوي (317727) وجهين متقابلين من المكعب» وهما في مستويين متوازيين» يكون الفصلان 

المشتركان الناتجان متوازيين. 

1. أي وجه من وجوه المكعب يتقاطع مع (11777) ويوازي (1177)؟ 

2. أي وجه من وجوه المكعب يتقاطع مع (11772) ويوازي (215)؟ 

3. أيّ وجه تختار إذن لتتعامل معه؟ 

لنبدأء على سبيل المثال» بالبحث عن تقاطع المستوي (142772) مع الوجه (2700177). لإيجاد 

الفصل المشترك لهذين المستويين» يكفي إيجاد نقطة مشتركة بينهما. لنبحث إذن عن نقطة من 

هذا القبيل. 

1. لماذا نقطة تقاطع (277) و (806) ملائمة؟ ارمز إلى تلك النقطة بالرمز ©. 

2. المستقيم المار بالنقطة © موازياً المستقيم (117)» يقطع (00) في 7 ويقطع (720) في 
5. حدَّدْ الفصل المشترك للمستوي (11772) والوجه (10071). 

1. لماذا يفيد المستقيم المار بالنقطة £ موازياً (277)» في تحديد الفصل المشترك للمستوي 
(3/27) والوجه (4801)؟ لتكن 7 نقطة تقاطعه مع [47]. 

2. ما الفصل المشترك للمستوي (11175) مع كل من الوجهين (800177) و (2215777)؟ 


ر أنجز الحل الآخر واكتبه بلغة سليمة. 


© یا سا 


17 هرم رأسه £ وقاعدته مربع. ]8٨[‏ عمودي على المستوي E‏ 
EB = 42 (ABCD)‏ و4 = .48B‏ 1/1 نقطة من القطعة [510] 
تُحقّق 28 = 3234. لتكن 2 المسقط القائم للنقطة 34 على المستوي 7 
(480) و 8 المسقط القائم للنقطة 7 على المستقيم (48). احسب ا 
طول القطعة المستقيمة [1117]. 





92 نحو الحلّ 


4 تدعونا مختلف أوضاع التعامد والتساوي في الشكل إلى التعامل تحليلياً مع هذا التمرين. يحضرناء 
هناء المعلم المتجانس (8:1,7,6) حيث 47 = 84 و 47 = BC‏ و 21أح4 = BE‏ . 
1. جدء في هذا المعلم» إحداثيات كل من النقطتين 7 و8. 
2. حدّد إحداثيات النقطة 11 . 

١‏ 2 هي المسقط القائم للنقطة 14 على المستوي (4802)» فتُستنتج إحداثيات 2» بسهولة» من 
إحداثيات النقطة 14 . وبالمثل» تُستنتج إحداثيات النقطة 7 من إحداثيات 2. 
1 حدد إحداثيات كل من النقطتين ۶ و ۶ 
2. احسب طول [1183]. 


و أنجز الحلّ الآخر واكتبه بلغة سليمة. 


ABCD‏ رباعي وجوه» و ۾ عدد حقيقي. 7 ول هماء بالترتيب» 
منتصفا [48] و[02]. و8 و نقطتان تحققان» العلاقتين: 
8م = 48 و BF = BC‏ . وأخیراً 7 هي منتصف [27]. 
أثبت أنَّ 7 و 7J‏ و7 تقع على استقامة واحدة. 





9# نحو الحلّ 
نهدف إلى إثبات وقوع ثلاث نقاط من الفراغ على استقامة واحدة. تدعونا الفرضيات التي تحدد 
نقاط الشكل إلى استعمال مركز الأبعاد المتناسبة أداةٌ للإثبات. يكفي إذن» على سبيل المثالء 
إثبات أن ۸7 هي مركز أبعاد متناسبة للنقطتين 7 و /.. وقد أسندنا إليهما ثقلين مناسبين. 
1. تيقن أنَّ 5 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4 - 4,1) و (2,4)» وأنّ 7 هي مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4 -8,1) و(0,4). 
2. بالاستفادة من الخاصة التجميعيّة» أثبت أنَّ 77 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (ه -4,1) 
و(ه-8,1) و (C,a)‏ و .(D,a)‏ 
3. استنتج أنَّ النقاط 1 و7 و 7 تقع على استقامة واحدة. 


و أنجز الح الآخر واكتبه بلغة سليمة. 








قُدُماً إلى الأمام @ 


© 4 و2 و0 ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة من الفراغ. و 7 و8 نقطتان تحققان: 
3AD = 78‏ و 308 = .AE‏ 

© أثبت أنَّ النقاط 4 و 8 و 0 و( و 8 تقع في مستو واحد. 

© لتكن 1 منتصف [(0] و 7 منتصف [81]. أثبت وقوع 4 و 1 و 7 على استقامة واحدة. 
802 رباعي وجوه. و 8 و و © هي نظائر 4 بالنسبة إلى منتصفات [80] و[02] 

و [8(] بالترتيب. 

AC = و88‎ AC = DF أبت ن‎ © 

© استنتج أنَّ للقطعتين [2⁄(] و [78] المنتصف نفسه. 

© أثبت أن المستقيمات (87) و (21) و )06G(‏ متلاقية في نقطة واحدة. 
02 رباعي وجوه. و 17 هي نظيرة 4 بالنسبة إلى €> وم و © هما النقطتان اللتان 

تجعلان 8807 و 770 متوازيي الأضلاع. 

DE DAZ DE انيت أن 80 عد‎ © 

© استنتج أنّ 80 + 220 = 26» ثم أن النقاط 8 و 0 و( و © تقع في مستو واحد. 
نتأمّل في معلم ( ,7 ,0;7) النقاط (4)3,2,1 و (8)1,2,0 و (0)3,11-2. 

© أثبت أنّ النقاط ۸4 و 8 و © ليست على استقامة واحدة. 

© عند أية قيمة للوسيط :7 تنتمي النقطةٌ (1/),1,3 إلى المستوي (480)؟ 

© ما العلاقة بين : و ن لتقع النقاط 4 و 8 و © و (2)2:,7,3 في مستو واحد؟ 


@ عع تاد 


لتكن © مجموعة النقاط (z,ر,»)‏ 14 التي تحقق إحدائياتها العلاقة : 0 = 32-5 + .2-2y‏ 


© أثبت أنّ النقاط 4 و8 و0 تحدّد مستوياً 72. 
© ه. أثبت أن مرگبات الشعاع BM‏ هي (32,,2 - )2y‏ . 
0. استنتج أنَّ BC‏ + 8ن = 814 . ماذا يمكنك أن تستنتج من ذلك؟ 
© بالعكس» أثبت أن أية نقطة (2,,,:) 14 من المستوي 27 تحقق المعادلة: 
0 = 5 دوق + 2y‏ - بجو 
ما هي المجموعة £؟ 


- 




















نتأمّل في معلم [0:7,7,8) المستقيم 4 المارّ بالنقطة (4)2,0,5. والموجّه بالشعاع 
(1-,7)2,5» والمستقيم '4 المارٌ بالنقطة (1-,2)2,2 والموجَّة بالشعاع (2)1,2,1. هل 4 و'0 
متقاطعان؟ في حالة الإيجاب» عيّن نقطة تقاطعهما. 


ك علج محون الفواضل فط © مضسناوية الى فن 'التطقق: 8ب :ار بو اصرق 0 اه 


© ليكن 0 عدداً حقيقياً ولنتأمّل النقاط الثلاث A(3,1,—-3)‏ و(3-,1,5-)2 و (نه,1,1-)0. أثبت 
أن المثلث 48٥‏ متساوي الساقين» أيَاً كان ». أيمكن أن يكون متساوي الأضلاع ؟ 


نتأمّل النقطتين (4)2,1,0 و (1,4,2-)8 . 


© أوجد نقطة متساوية البعد عن 4 و8 . 

© أوجد العدد الحقيقي ١‏ الذي يجعل النقطة (0)1,1,2 متساوية البعد عن 4 و 8. 

© أثبت أنَّ « (31):,,7,2 نقطة من المستوي المحوري للقطعة [48] » إذا وفقط إذا تحهّق الشرط 
3y - 22 + 8 = 0«<‏ - 3 ». 


نتأمّل النقاط (4)2,3,0 و (8)2,3,6 و (1,2-,1/)4. نهدف إلى حساب بُعد 14 عن المستقيم 
(48). 

© أثبت أنَّ 14 لا تقع على المستقيم (48). 

© أثبت أنّ لكل نقطة × من المستقيم (48) إحداثيات من النمط (2,3,2). 

© احسب 3/2 بدلالة م. 

© عند أية قيمة للعدد 2 يكون 117 أصغر ما يمكن؟ حدّذ إذن بُعد 14 عن (۸8). 


(© المساذات وحجرهرم 
” و8 عددان حقيقيان موجبان يُحققان 0 < 70 < 0. نتأمّل 
النقاط (4)0/3,3,0 و (8)0,6,0 و (”,11)0,6 و (”,۸)0,0 في 
معلم متجانس [/,0:7,7). عيّن :7 و « ليكون المثلث 11427 
قائماً في 4 ويساوي حجمْ المجسّم ۸408M‏ 50/3. 
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© تاس رباعي وجوه (42)001 » ونقطتین 7 و ۸ معرفتين وفق 170 = BE‏ و (247 0 .AF‏ 
أثبت أنَّ ١6‏ مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (8,3) و (0,1) و(2,2)» يقع على [57]. 
ثم عيّن النقطة © على [57]. 


@ تاس رباعي وجوه 4807 ونقطتين 1 و 3 معرفتين وفق 218 = 14 و 272 = 710. 
© أيمكن أن نتطيق إحدى التقطنين 7 و ت على الأخرى؟ 
© أثبت أنه» أياً كانت النقطة 14 من الفراغ» كان : 
MA-2MB = -MI‏ و 117- = MC -2MD‏ 
© جد مجموعة نقاط الفراغ 34 التي تحقق: 
MD|‏ 1158-6 ملذة| = MC + MD|‏ + قلذ| 


لدينا في معلم متجانس (#,0;7,7) النقطتان (1,2-,4)2 و (2-,2,1-)8. نقرن بكل نقطة 
(2 ,ر ,»)۰1 من الفراغ» المقدار 1/82 + 147 = (/1)] . 
© احسب (04)/ بدلالة ± ول و2. 
© أثبت أنَّ مجموعة النقاط /1 التي تحقّق 18 = (11)/ مؤلفة من نقطة واحدة. 
© أثبت أنَّ مجموعة النقاط 11 التي تحقق 30 = (/1)/ كرةٌ مركزها 0. أوجد نصف قطرها. 
© أثبت أنّهء وفق شرط على العدد الحقيقي ۸ء مجموعة النقاط /1 المحققة للعلاقة م = (11)/ 

هي كرة مركزها 0. 
@ اس رباعي الوجوه 4802 رباعي وجوه. 


© 14 نقطة من الحرف [40]. جد مقطع رباعي الوجوه بالمستوي المار بالنقطة 1 موازياً 
للمستوي ((801). 

© 1 نقطة من الحرف [(47]» و آ نقطة من المستقيم ((01)» 
و × نقطة من المستقيم (80). عيّن مقطع رباعي الوجوه 
بالمستوي (1716). 

© 1 نقطة من المستوي ((487). أوجد مقطع رباعي الوجوه 
بالمستوي (:161). 


























@ نتامل مكعباً 1802870177 » والنقاط 7 و7 و × و[ منتصفات [48] و [©8] و [2€] 
و [48] بالترتيب. والنقطة 14 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (8,1) و(6,1) و(8,1). 


الجداء الشلمي في الفراغ 


© الجداء السلمي يذ المستوي (:ذحكرة) 
© الجداء السلمي يذ الفراغ 

© اتاد يذ افراع 

@ المعادلةالدڪامنية ستو 








الجداء السلمي للأشعة مفهوم حديثٌ نسبيأء يعود إلى القرن الثامن عشرء ولقد 
ظهر في الفيزياء قبل الرياضيات للحديث عن عمل قوّة تنتقل على مسارء ثم دخل 
عم الهندسة ليعطي أداة هندسية إضافيّة إدراسة التعامد والإسقاط القاتم» 
وسرعان ما تطوؤر وأصبح أكثر تجريداً على يد رياضياتيين من نهاية القرن التاسع 
عشر من مثل غراسمان وهيلبرت وغيرها. 


سنقتصر في دراستنا على المفهوم الهندسي البسيط وتطبيقاته المباشرة» ولكن 
فق قوق هق النيك أن تعلم أنّنا في يومنا هذا ندرس فضاءات الأشياء التي يمكن 
واسقاطات قامّةَء يفيد هذا المفهوم في تعريف المسافة بين هذه الأشياء فأصبح من 
من تقريب للتوابم» وحلٍ عددي لعادلات تفاضلية وغير ذلك. 

هذا ومايزال البحث مسقرا عن تطبيقات جديدة لهذا المفهوم المهم» وربما 
يننظرك بعضهاء فالمجال هنا ما يزال واسعاً للبحث والإبداع. 





الجداء السلمى في الفراع 


چ 1 للاقة Mm‏ 1 
الحساب في المكعّب. نهدف إلى التعبير بصيغة تحليلية عن التعامد في الفراغ. لنتأمّل مكعباً 


7 طول ضلعه يساوي 3. ولنتأمّل المعلم (0;7,7,6) المشار إليه في الشكل. 





© اكتب إحداثيات جميع رؤوس المكعب. 
© ». علّل تعامد المستقيمين (48) و(76). 
0 عيّن (2,,2) مركبات الشعاع 48 و (/2,/,') مرگبات الشعاع 70 . 
ع. احسب المقدار اع + “رون + انيه . 
© . علل تعامد المستقيمين (40) و(87). 
0 عيّن (2,0,2) مرگبات الشعاع 4€ و (0/,2,'ة) مرگبات الشعاع BF‏ . 
©. احسب المقدار ايع + “رون + اندة. 
© . ارسم الرباعي 7/9777 بالأبعاد الحقيقية. أيكون المستقيمان (27) و (18) متعامدين؟ 
7 عيّن (ے ,و ,) مركبات الشعاع 27 و (/#,/ن,') مرگبات الشعاع 18 . 
©. احسب المقدار اع + “رون + اننه. 
© ۵ لیکن 7 مركز الوجه 87672 . ما إحداثيات 7 ؟ 
ط. لتكن (2,ن,ة) مرگبات الشعاع 28 المحسوبة سابقاًء احسب (20,/ن,'ت) مرگبات الشعاع 81 . 
©. احسب المقدار 'عع ل “رين + 'نتدء ماذا تقترح ؟ 
© 0. وضّع 7 على الشكل المرسوم في © 4.. 
7. لإثبات تعامد (27) و (87)» تؤول المسألة إلى مسألة في المستوي. باختيار معلم متجانس في 
المستوي (08)» أعط إحداثيات نقاط الشكل» واحسب الجداء السلمي 0۴ ١‏ 82» ماذا تستنتج؟ 


2 





© الجداء السلمي في المستوي (تذكرة) 
اتلد ارا مشتاقة ا اسا 


© في المستوي» الجداء السلمي لشعاعين 7 و 7 هو العدد الحقيقي 
2 2 2ب ب(//)ط1 50007 
|| - 2| - + 2)2 = 3-7 


© إذا كان الشعاعان 7 و7 غير معدومين كان 








2-3 ||. [ |e ( 8) = || [|o 
حيث 0 هو قياس للزاوية الهندسية للشعاعين 0 و0.‎ 
إذا كانت مركّبات الشعاعين 7 و © في معلم متجانس هي (2,1) و (/1) بالترتيب كان‎ © 
1/١ 1 = "رين + “بوه‎ 


© إذا كان <0 هو المسقط القائم للشعاع 027 على المستقيم (48) 


مر | 
كان 7 
1 $ 1 5 ا 6 
CD.AB = 011١ 8‏ كان تخت E‏ 
B E‏ 
1.. التعامد والمسافة 


© مبرهنة وتعریے 1 
القول إِنّ الشعاعين 7 و 7 متعامدان» يعني أنّ جداءهما السلمي معدومٌ: 0 = 0.0. وهذا يُكافئ 
في معلم متجانس أنّ 0 = 'رن + 'ه حيث (2,1) و(أو,'») هي مركبات الشعاعين 8 وت 
بالترتيب. 
ومن جهة أخرىء لما كانت الزاوية الهندسية بين الشعاع وذاته تساوي الصفر استنتجنا أنّ 
“|| = 3.7 وعليه» في حالة نقطتين 4 و 8 في المستوي يكون لدينا ۸8 = ۸8 ٠١‏ 4.. 


ER‏ نقطةعن فس 


7 مبرهنة 2 


في معلم متجانس» بُعد النقطة (4)0,2 عن المستقيم 4 الذي معادلته 0 دع + رهم + بده 
نات التسه ٣‏ , 


a+b صب‎ 





الشعاع (7)8,5 شعاعٌ ناظم على المستقيم 4» وبوجه خاص 0 عد 7. 
لنرمز 408/87 إلى المسقط القائم للنقطة 4 على 4+ المسافة 
المطلوبة هي 44 . ولكنَ الشعاعين 44 و 7 مرتبطان خطياً إذن 
١ 44 = a +2 . AA!‏ |8]| - نمم .8 م 
ولكنَ مركبتي الشعاع 44 هما (8 - '8/,ه - )٠‏ إذن 
bB‏ يمه - bB'‏ + يمه = (8 - '6( + AA' = alo! - o)‏ .و 


= aa' + bG' + ىن‎ (aa + 58 + ل‎ = —(aa + 58 + © 
الل سس‎ 
0 


ِذْ استفدنا من وقوع النقطة ('6 ۸)٠,‏ على 4 لنستنتج أنَّ 0 = » + '06 + /40. وبالتعويض في (*) 
فكد الساواة ال 


وص كيف نُجري الحسابات باستعمال الجداء السلمي ؟ 











" أياً كانت الأشعة 7# و2 و والأعداد الحقيقيّة ۾ 
7220-2220 © 2-0 +207 -ح (ن + )00 
١ )60( = abi.) ©‏ (27ه) © 7005 +0035 
" لا يحقّق الجداء السلمي جميع خواص ضرب الأعداد» فمثلاً 7٠82‏ = 1.70 لا تقتضي 7 
ولكنّ المساواة 7١7 = 7٠١‏ ثكافئ 0 = ( - 0) .0 أي إِنّ الشعاعين 7 و - 7 متعامدان. 
الث بين بحن 4# عبلها كوه نو ع 1 
" إذا كان الشعاعان مرتبطين خطياً ولهما الجهة نفسها كان ||| = 2.0. وإذا كانا متعاكسين 
بالجمة كان |3||7|- = 3:7 . وفي جميع الأحوال |ة||ة| = |7 |. 


A 
0 8 لاه . 2 19 ب‎ MN # 
ثم + 4م = كن هه‎ - 256605 A علاقة الكاشي:‎ 
7 2 5 
A 
1 2 


2 
" مبرهنة المتوسط: + 2 = 0 


" في متوازي الأضلاع: مجموع مربعات أطول الأضلاع يساوي مجموع مه 
مربعي طولي القطرين. 


س 








0 مثلثْ قائم في 1» و11 منتصف [80]» و 17 موقع 1 
الارتفاع المرسوم من 4۸ . ليكن × و5 المسقطين القائمين للنقطة K H‏ 
77 على [48] و ]۸٥[‏ بالترتيب. 

أثبت تعامد المستقيمين (414) و .)K£(‏ 3 . : 


سنستعمل الجداء السلمي. لإثبات تعامد المستقيمين (434) و (81)» نبرهن أنْ 0 = ۸1 ٠‏ 434 . لما 
كانت 37 منتصف [80)] کان )40 + AM = >(4B‏ للخت ادن 11 :قف .40-13 
بالاستفادة من المسقط القائم على (48) نجد: AB. HA‏ = مع . قل = AB. KL‏ 
وبالاستفادة من المسقط القائم على )406( 140١ 48 +i‏ - ,لم . 81-0 ١‏ 46 
إذن 

AM ‘KL = (AB ١1 + AC. KL) = > (AB HA + 46 ١ AF 

= > (46 - 4B). AF = 280 AH =0 

لأنّه استتاداً إلى الفرض (2477) عمودي على (90). ومنه تعامد المستقيمين (۸411) و .)K1(‏ 


2ه درغ 


© احسب 7١7‏ و 0-0 


و70 في الحالتين 
© 20-37 = 2 و 57+ 14 - 7 و 14-27 - ن 


© (1-,2)2 و (2,3-)0 و (0)5,2. 
© أعط في الحالتين الآتيتين معادلة المستقيم المار بالنقطة 4 والعمودي على المستقيم 4 : 
© (4)5,3 و0 = 5-ية + 22 : 0. © (1,2-)4 و0 = 2+ يق - # :0. 
© أثبت في حالة أربع نقاط 4 و 8 و © و( من المستوي أنّ: 
٠١ DB = AB? - BO? + CD? - DA?‏ 240 
© أعط في الحالتين الآتيتين بُعد النقطة 4 عن المستقيم 4 : 
© )4-2,4 ومع دةّ د سن + 20 :0. © )4-2,2 و 0 = 1 -ية - وول : 0. 























© الجداء السلمي في الفراغ 


فيما يأتي نفترض أنّنا اخترنا في الفراغ واحدة للطول. 


.مرف 


© تعريونه 2 


في الفراغ» الجداء السلمي لشعاعين 7 و72 هو العدد الحقيقي 


2+ 2+ 2ت . د14 ده فى 
|7| - |8|- 5+ اح = 8:3 


9 لاحظ أنّ شعاعين يقعان بالضرورة في مستوء أي إذا 
تفلن کت قط ےھ ;8 .و يديك كن 8 عاق 
و40 = 3» فيوجد على الأقل مستو 7 يحوي النقاط 4 و 8 
و 0» وتكون واحدة الطول في 7 هي نفسها في الفراغ» وهكذا 
يتفق تعريف الجداء السلمي للشعاعين 48 و40 في الفراغ مع تعريف الجداء السلمي لهذين 
الشعاعين في المستوي 2. ينتج من ذلك أنّ العبارات الآتية للجداء السلمي» التي جرى إثبات صحتها 
في المستوي» تبقى صحيحة في الفراغ: 
" إذا كان » قياساً للزاوية الهندسية للشعاعين ت وة كان |8|٠]|2|0050‏ = 0.0. وعلى 


وجه الخصوص 182 = |48| = 48 ١‏ 48. 


" واذا كانت 5 هي المسقط القائم في المستوي 7 للنقطة 
6 على المستقيم (8 4 كان 
م قمع 6ل شرك اه 





2 العبارة التحليلية للجداء السلمي 


نفترض أنّ مركّبات الشعاعين 7 و7 في معلم متجانس هي (1,2,) و (7,2/7) بالترتيب» 


00 


عندئذ: لمع + این + “نوه = ١17‏ /1. 











ضمن شروط المبرهنة لدينا 


قرب شوم تم - ت و ربدي 2= || 


7ھ + ) + تن + بو) + 2م + م) = | + | 
222 + ارونو + ے2 د قار + ا + قارو + 2ے + ن + ثبو = 


ايع + "رون + انب = ٠0‏ 
تفيد المبرهنة السابقة في إثبات صحة قواعد الحساب التي ثمائل نظيراتها في المستوي دون عناء. 
المبرهنة الآتية تلخّص هذه القواعد: 


© مبرهنة 4 


أياً كانت الأشعة 7# و2 و5 والأعداد الحقيقيّة ۾ وة كان 


Id ©‏ © كد زوك الو ده 
A EDT O GOD 7 ©‏ 
الإثباءهم 


ع حساب جداء سلمی سلمّي دون مَعلّم 


© 4802 رباعي وجوه منتظم. كل وجه فيه مثلّثْ متساوي الأضلاع طول ضلعه 6. احسب 
.AB.-CD g AB-ADg 48.١26‏ 
1868838 گی طول كلعه: و لڪ قم AF‏ ; همهم AF-ACs‏ 


.AF.HCg 
E ا‎ 2 0 
. 18 ١ AC = 48 ١ AC cos BAC = a? cos = 2 أؤلاء لدينا‎ 0 
8 وبالمثل 7 = 47 . 18.. وأخيراًء لأ 40 - 12, = 027 استنتجنا أنّ‎ 
4 AB.CD = AB-(AD - AC) 
B 
: : : :” ذي ادر‎ 
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© ه لأنّ 5 هي المسقط القائم للنقطة ‏ على (47) استنتجنا أن 


H G 
AE‘ AF = AB. AE = a 
© ٠ )48( و4 هي المسقط القائم للنقطة 8 على‎ 028 = 8٤ ولأنَ‎ 
4 8 


. 5ل‎ ١: 08 = AE. BE = AE + AE استتتجنا أن 2م ع‎ 

« ولأنَ 57 هي المسقط القائم للنقطة € على المستوي (4277)» و ٨‏ هي المسقط القائم للنقطة 77 
على (48) وجدنا AE. AE = a?‏ = 48 . هد = 46 ١‏ 5ل . 

. 47 ١ 80 = AF‘ EB = Û فا وأخيراً‎ 


حساب جداء سلمي في معام 


تُعطى في معلم متجانس [0:7,7,8) النقاط (4)1,0,0 و (28)0,1,0 و (0,0,1)© و D)0,2,0(‏ 
و(5)0,1,1. النقطة 14 هي منتصف [48]. احسب 40 48٠‏ و 429 ٠‏ 48 و 011 ٠‏ 05. 

ق مركبات الشعاعين. 48 .و 40 هي 110(7 و 101 بالترقيب لذن 1= 10+ ار 

# مركبات الشعاعين 42 و 478 هي (1,2,0-) و (0,1,1) بالترتيب إذن 2 = 42 ٠‏ 45. 

8 لما كان )0 1 


,1) 16 استنتجنا أنّ مرگبات الشعاعين 08 و 014 هي (1,1,1) و (1-,1,1) بالترتيب 


220 
إذن 0 = 011 ٠‏ 078. 
هذ تدر 
تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (/,0:7,7). 
© احسب 0.0 و26٠7‏ و3023 في الحالتين : 
© )2,3,0 + 2)1 و (1-,2,0ل - 2)1 و )0,3,1( . 
E 0 ©‏ و25 ل و(101,0,1. 
© إذا علمت أن نظيم © يساوي 5 ونظيم 7 يساوي 3 وأنّ 4- = 7١7‏ فاحسب المقادير الآتية: 
 2.)6+2( ©‏ © (7- )0۰ 
(t+ 0).( 30) © 2 )920:)0-32 ©‏ 
© نتأمّل هرماً 5-4802 قاعدته مرّبع ورأسه 5.. وطول كل حرف من حروفه وأضلاع قاعدته 
يساوي ه. احسب 524088 و 854050 و 40 8۸۰0. 
© 1801011017 مكعب طول ضلعه ه. فيه 7 منتصف [£۴] وال 
منتصف [06]. احسب 


EI EA‏ و 181١10‏ و 07 ١‏ 81 و خآ ١‏ 81 و 9ل ١‏ 8ل. 





ل 





























© التعامد في الفراغ 


3 الاشعةالمعامدة 


7 تعريم 3 


لا في الفراغ» يتعامد شعاعان 7 و 7 إذا وفقط إذا كان 0 = 707 . 


ا 
ل 
3 
ها 
- 


"ا وهذا يعني أنّه في حالة ± 48 = ت و0 + 02 = 0 فإنَ تعامد الشعاعين 3 
تعامد المستقيمين (48) و (02). 
« وأنه إذا كان (2)5,0,2 و( ,ر ,)0 في معلم متجانس فإنَ تعامد الشعاعين ت وة يكافئ 


8 


0 = لوو + ار + انمره . 
3. الشعاع الناظم على مسنو 


7 تعريوم 4 


تعريفاً» القول إِنّ الشعاع غير الصفري 48 شعاع ناظم 8 


على المستوي 7 يعني أنّ المستقيم (48) عمودي على 
م. أي يكون 0 عد 7 شعاعاً ناظماً على المستوي 7 إذا 


وفقط إذا كان منحاه عمودياً على <7 . 


ليكن 4 مستقيماً شعاع توجيهه 7» ولتكن 4 نقطة من 4. المستوي < العمودي على 0 في 
4 هو مجموعة النقاط 17 التي تحقّق أنّ المستقيم (414) عمودي على 4 (بالإضافة إلى 
النقطة 4 ذاتها). إذن < هو مجموعة النقاط 14 التي 


تحقق أن الشعاع 414 عمودي على #. فالشعاع 7# هو : 


وعليه: 
المستوي المار بالنقطة 4 ويقبل 7 شعاعاً ناظماً هو مجموعة النقاط 14 التي تحفّةٍ 
.AM.î =0‏ 





"رك لساب 18:216 يكن مال الفط القن للشماع 210 على سبع يعر 48 القع 10 
لنفترض أنّ 4 و 8 نقطتان من مستو 7» والنقطة 0 لا تنتمي إلى المستوي 7. عندئذ يوجد 

مستقيم وحيد عمودي على 7 ويمر بالنقطة 0 . يقطع هذا المستقيم المستوي 7 في نقطة 2 » نسميها 

المشقط القاتم للنقطة على المستوي 2 مويكوق 

418 ٠ 46 = AB-(AC' + C'C) = AB- AC + 6.ظم‎ 

ركن اسن 5 07 قان ن 0 =0 42:0 

AB AC = AFA و‎ 





الخلاصة : لا تتغير قيمة الجداء السلّمي لشعاعين 48 و 4٥‏ عند استبدال المسقط القائم للشعاع 
26 على المستقيم (48) أو على مستو يحوي (48) بالشعاع 46 . 


"أي ارين سناع ارق و 0 
إذا كان الشعاع الموجّه 7# لمستقيم 0 عمودياً على زوج 
(,) من الأشعة المستقلة خطياً في مستو 27 كان 4 عمودياً ل 
على 2. | 
14 


ليه كيف نعيّن الأوضاع النسبية لمستويين اعتماداً على الأشعة الناظمة؟ 
ليكن ,7 شعاعاً ناظماً على مستو 27» وليكن ر شعاعاً ناظماً على مستو ©. 
" إذا كان ,7 وي” مرتبطين خطياً كان المستويان 7 و © متوازيين (أو منطبقين) وإذا كانا 
غيرمرتبطين خطياً كان المستويان متقاطعين. 
" وإذا كان ,7 و ر7 متعامدين كان المستويان 7 و © متعامدين» والعكس صحيح أيضاً. 
تعامد مستقيمين (خاصة الأعمدة الثلاثة) 4 
المستقيم 4 محتوى في المستوي 2. والنقطة 8 هي المسقط حا 


E» 


للنقطة 8 على 4. عندئذ المستقيمان (40) و4 متعامدان. 






9 لإثبات تعامد مستقيمين يمكننا إثبات تعامد شعاع موجه لأحدهما مع شعاع موجّه للآخر. 


كن 7 شاعا موجها للمستقيم. 4 80 هو المسقط اقات اللشعاع 46 عن المستوي. ۳ والمستقيم 
(80) عمودي على 4 إنشاءً إذن 0 = ٠: = 80 ٠#‏ 10 . وهي النتيجة المرجوّة. 


4 








تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (/,0:7,7). 


© بين فيما يأتي بيّن إذا كان الشعاعان 7 و 2 متعامدين أوعيّن الوسيط » ليكونا كذلك. 





(42), f-24) 0 
(2,11), 1(N2,1+ 2,1-2) © 
T(-2,3,a), 1)2,;-2,5( © 
î (a,2a,}), (3,1,2) © 


© نتأمّل النقطتين (5,1-,4)2 و (2)0,2,6 . والمستقيم 4 المار بالنقطة (2,3,1-)0 وشعاع توجيهه 
7-8 + 47- = . أثبت أنّ 4 عمودي على المستقيم (48). 


© أطوال الأشعّة 7 وت و 1+7 هي بالترتيب 6 و 8 و 10. أيكون الشعاعان 7 و 7 متعامدين؟ 


© نتأمّل شعاعين 7 و ٠0‏ ونفترض أنّ 70+ 0 و7-7 متعامدان. أثبت أنّ للشعاعين 7# و8 
الطول نفسه. 








© المعادلة الديكارتية لمستو 


RNA‏ رقي الس 


© مبرهنة 5 


© لكل مستو 27 معادلة ديكارتية من الشكل 0 = 4 + 2 + رط + :ته حيث الأعداد ۾ وم 
وء ليست جميعها معدومة. وعندها يعون n(a,b,c)‏ شعاعاً ناظماً على .P‏ 
© وبالعكس» إذا أعطيت الأعداد » و6 وء و4»ء ولم تكن ۾ و5 وء جميعها معدومة» فإِن 


مجموعة النقاط (2,و,»)/ التي تحقّق 0 = 0 + مه + رط + نوه هي مستو يقبل (0,0,ه)7 

شعاعاً ناظماً. 
لباوت 
© ليكن 2 مستوياً وليكن (,۶)4,0 شعاعاً ناظماً عليه» في هذه الحالة لا تكون الأعداد ۾ وا وء 
معدومة معاً. لنختر (ر2 ,رل ,»)۸ نقطة من 2. عندئذ يكون 2 هو مجموعة النقاط (0,2,:ه)11 التي 
تحقّق 0 = ١7‏ 414 . وهذا يُكافئ 

0 = زمه ع هاء + ون - ربه)] + (وz‏ - a)z‏ 
أو 
0 = ل + az + by + cz‏ 

وقد عرّفنا يمه - ولا - وته- = 0. 


© وبالعكس» لتكن © مجموعة النقاط (14)2,1,2 التي تحقق 0 = 0 + يه + رط + ده» حيث 
الأعداد ۾ وم وه ليست معذومة معاً: غنذها من الممكق دوما اختيار أعداد ون ول ووه تُحقّق 
20 = ولط - ونقه- = 0 (مثلاً في حالة 0 عد ۾ يمكننا أن نختار 0- = ره و 0 = 2 = و) ٠‏ 
وهكذا تكون و2 دولا دونه )كل نقطة من © . والقول إن (14):,7,2 نقطة ما من £ يكافئ: 

0 = زمه ع هاء + زور - ربه)] + (ونه - a)z‏ 


أي إنّ الشعاع (7)0,5,6 عمودي على الشعاع 114.. والنقطة 14 تنتمي إلى المستوي 7 المار 
بالنقطة 4 ويقبل (7)0,0,6 شعاعاً ناظماً. وهذا يثبت المطلوب. 


0-02 





© مبرهنة 6 


في معلم متجانس. لتكن 0 = ۾ + ع + رط + :ده معادلة المستوي 72. عندئذ يُعطى بُعد النقطة 
ع انی 2 ا اطنط سه 65 000" 
ع + ثم va‏ 
الإثباءهم 
الشعاع (7)0,5,6 شعاعٌ ناظم على المستوي 7» وبوجه خاص 0 = 7. لنرمز 40/8/77 إلى 
المسقط القائم للنقطة ۸4 على 7» المسافة المطلوبة هي 44 = (4,۶)اءنل. ولكنّ الشعاعين '۸۸ 
و 7 مرتبطان خطياً إذن 
مل . +b + e‏ توا = 44 .|7| = 
ولكنَ مركبات الشعاع 47 هي ( - ,8 - '8 ره - )٠‏ إذن 
î - AA' = a(a' - a) + b(6' - 8) + e(' = 7)‏ 
رم - 68 جح aa‏ - ارم + “58 + aa'‏ = 
(aa + b8 + cy + 0(‏ - ل + bG' + cy'‏ ل وم = 
ر ا 
0 
(aa +08 + cy + 0(‏ = 
إِذ استفدنا من وقوع النقطة (','۸)»',6 في 7 لنستنتج أنّ 0 = 4 + ابص + .aa' + b0'‏ 
وبالتعويض في (*) نجد 








cy + 0|‏ + 08+ مم _ 
2 + ظط + 2ہ 


إيجاد المعادلة الديكارتية لمستو 


نتأمّل» في معلم متجانس (0:7,7,8)» النقطة (3-,4)2,1 و الشعاع (7)1,1,2. أعط معادلة 
للمستوي < المار بالنقطة 4 ويقبل 7 شعاعاً ناظماً. 
تنتمي النقطة (1),1,2 إلى المستوي المطلوب 7 إذا وفقط إذا تحقق الشرط 0 = 11-7 . وهذا 
يُكافئ 


dist(4, P) 


1x(z - 2( + 1» (y-1) + 2 x (z2 + 3) = 0‏ 
أو 0 = 3 + 22 + ن + ». وهي المعادلة المطلوبة. 


2 

















تقاطع مستويين أو توازيهما 


في الحالات الآتية نعطي المستويين 72 و © ويُطلب معرفة إذا كانا متوازيين أو متقاطعين 
أومتعامدين. 

0 0= 7+ ربك - جم : م ,0 ح 1 دع - و2 ل بن : يب 

© 2-1-0ة3 P:r—-2y+‏ ,0 ح 62 لد ري4 - 2 : يب 

© 0ح 42-5 د ن2 دج : م ,0 ح 1 دم دن + 22 : ني 


© نلاحظ أنّ (4,0-,7,)1 شعاع ناظم على 2» و (1-,7:)1,2 شعاع ناظم على 2. الشعاعان ,7 
وي7 ليسا مرتبطين خطياً لأنّ مركباتهما ليست متناسبةء أي لا يوجد عدد حقيقي / يحقق ,87 = ,7. 
إذن المستويان 72 و2 متقاطعان. ومن الطبيعي أن نتساءل إذا كانا متعامدين. فنحسب 
0 عد 7- = 7,١7,‏ لنرى أنّ ,7 و ,7 ليسا متعامدين. فالمستويان 7 و © غير متعامدين. 
© هنا نجد أنّ المستويين 7 و © متوازيين وغير منطبقين لأنَ المبدأ (0)0,0,0 ينتمي إلى © ولا 
ينتمي إلى 72. 
© في هذه الحالة نجد أنّ الشعاعين الناظمين على 2 و © متعامدان فالمستويان المذكوران متعامدان. 
تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (/,0:1,7). 
© في كل من الحالات الآتية اكتب معادلة للمستوي المار بالنقطة 4 ويقبل الشعاع 7 شعاعاً ناظماً: 
AN2,-2,5) © 2),-1,0(, 4),0,5( ©‏ ,(1-ب3- ,70 
© (تحرة, 46 ,)1- 72,4 © 3,0-,4)0 7i(/3,2,0),‏ 


537 
© في كل من الحالات الآتية اكتب معادلة للمستوي © المار بالنقطة 4 موازياً المستوي 7: 
3z: =4, 4)00,0,1( ©‏ دن - 22 : مم © )0,0 P= A(0,‏ 
A(0,3,0) ©‏ ,5= رن ل جم :ام © A(-1,2,-3)‏ ,8= م4 + 3 - :و5 : مم 


© ادرس تعامد كل زوج من المستويات الآتية: 

0 = 1- عي 3y‏ + 72 : م و 0 = 5 - 2و9 - ه11 - ©6 :© و 0 = 4 + 52 ل 3y‏ - :22 : 6 
© في كل من الحالات الآتية بيّن إذا كان المستويان 7 و © متقاطعين. 

Q:z—-y+z—-3 =0 0‏ ,0 حدم دن تج :م 

© 0 = 5 +2 ل د20 ل 42 : © ,0 ح 5 ل دن + 2 : مر 


© احسب بُعد النقطة (3,4-,4)5 عن المستوي 0 = 5 - 32 + ن - 2# : 7. وكذلك احسب بعد 
النقطة (8)2,2,5 عن المستوي 0 = م - ,ع :© 


نل 


"" بعد اختيار واحدة للأطوال في الفضاء. يجري التعبير عن الجداء السلمي لشعاعين 7# و كما 
في حالة المستوي أي. 
°( ا a0 =) a+‏ 
H‏ دم | ll‏ | = 707 حيث » هي قياس للزاوية الهندسية للشعاعين 8 و0. 

"" إذا كانت 5 المسقط القائم للنقطة © على المستقيم (48) أو على مستو يحوي (48) كان 
AC = AB. AH‏ .قل . 

"" تحليلياً إذا كان (2,و,»)0 و( ,»)0 في معلم متجانس کان امم + ارون + 'نسه = 707 . 

"" كما في حالة المستوي» يفيد الجداء السلمي في الفراغ في مسائل التعامد وحساب المسافة وتمام 





جيب زاوية. 


"" مفهوم الشعاع الناظم على مستو مفيد وأساسيء فهو يتيح التفسير الشعاعي لتعامد وتوازي 
الات السات وهو للا ركرة موه أبداء 
"" المستوي المار بالنقطة 4 ويقبل 7 شعاعاً ناظماً هو مجموعة نقاط الفراغ 14 التي تحقّق الشرط 
434٠7 = 0‏ . وهذا الخاصة المُميّزة هي التي تفيد في كتابة المعادلة الديكارتية لمستو. 
"ا تذكّر أنّ بُعد النقطة (+,4)0,8 عن مستو معادلته 0 = 4 + ين + رط + ده يعطى بالعلاقة 
|0 + بن + jaa + bG‏ 


م + كنس va‏ 
1 
05 منعكسات يجب امتلاكها. 
"" إذا كانت 0 = 4 + يه + رط + عه معادلة مستو فتذكّر أنّ (,7)0,5 شعاع ناظم عليه. وأنّ كل 
نقطة (11):,7,2 تحقق مركباتها معادلة المستوي تقع عليه. 
"" لا تنس أنّ استعمال معلم متجانس مفيد في الإثبات. عندئذ نختار معلماً تكون فيه إحداثيات النقاط 
المفتاحية بسيطة. 


أ أخطاء يجب تجتبها. 


"" للتعامل مع مسائل المسافات أو التعامدء لا تختز معلماً كيفياً» بل» اخترءحصراً» معلماً متجانساً. 


١ 











ا(لياط 1 خواص رباعي الوجوه المنتظم 
رباعي الوجوه المنتظم هو مجسم له أربعة وجوه كل منها مثلث متساوي الأضلاع. نسي حرفين متقابلين 
كل حرفين لا يشتركان برأس. 


© خواص عامة 


A 
.AB =a رباعي وجوه منتظم ولنضع‎ ABCD لتكن‎ 
11 أ ءِ‎ 
نهدف إلى إثبات أنّ كل حرفين متقابلين متعامدان» وأنّ المستقيم‎ © 
را‎ 7 . Ê 
2 الواصل بين منتصفي حرفين متقابلين عمودي على كل منهما.‎ 
0 
0 


خت 6 8ق 5 2000 8 قر AF AD;‏ 
0. أثبت تعامد المستقيمين (۸8) و (02). 
». ماذا تستنتج بشأن المستقيمين (240) و (82) والمستقيمين (42) و (80)؟ 
. لیکن 1 منتصف [48] و . منتصف [09]. تين أنّ 107+ 80 + 148 = 17» واستنتج 
أنّ المستقيم (17) عمودي على كل من المستقيمين (48) و (072). 
© في رباعي الوجوه 41807» الارتفاع النازل من 4 هو المستقيم المار بالنقطة 4 عمودياً على 
المستوي (802). 
ه. ليكن © مركز ثقل المثلث 807 . احسب 46.07 و ١88‏ 46 » واستنتج أنّ (©46) هو 
الارتفاع النازل من 4 . 
ا. عيّن بقيّة الارتفاعات في رباعي الوجوه 48017 . 
© نسمي مركز رباعي الوجوه المنتظم 48017 النقطة 0 مركز الأبعاد المتناسبة لرؤوس رباعي 
اجون وقة أا اليا الأمكال داه 20 من ند من + 08 ين 04 
.أثبت أنّ النقاط 4 و 0 و € تقع على استقامة واحدة واحسب ©4 و ۸0. 
ا. أثبت أن 0 هو منتصف القطعة المستقيمة [[1]. 
©. احسب الأطوال 08 و 01. 
. أثبت أنّ النقطة 0 متساوية البعد عن جميع رؤوس رباعي الوجوه. 
© نهنت إلى خاب الزاوية الهندسية 202 
# أحسي 04:08 بأسلوبين أحذهنا بقناية (18 سد [0) +1 عد 07ت 041١08‏ 


کے ١‏ | اپ کے ای 


. استنتج قيمة تقريبية للزاوية 408 بالدرجات. وبين أنّ 2704 = 005 = 80€ = A08‏ . 


ال 




















© تطبيق في الكيمياء 

نجد أدناه تمثيلاً لجزيئة الميثان. تقع نوى ذرات الهيدروجين الأربع ٨‏ على رؤوس رباعي وجوه منتظم. 
تقع نواة ذرّة الكربون 0 داخل رباعي الوجوه على المسافة نفسها من كل واحدة من رؤوس رباعي الوجوه 
أي في مركزه. لتبسيط تمثيل جزيئة الميثان» نستعمل المخطط المبين أدناه» حيث مثّلنا الروابط بخطوط 
متّصلة وحروف رباعي الوجوه بخطوط متقطعة لنتذكّرها. هذا المخطط هو الصيغة الستيريوكيميائية 
للميثان. أتاحت قياسات تحديد طول الروابط 11 -© بمقدار ص 10× 1.09. 





© أعط تقريباً لقياس الزاوية بين رابطتين من النوع 0-11©. 
© عيّن طول حرف رباعي الوجوه أي المسافة بين ذرتي هيدروجين. 


نشاط 2 استعمال معلم 

© رباعي الوجوه ثلاثي الزوايا القائمة 

نتأمّل رباعي الوجوه 04780 ثلاثي الزوايا القائمة رأسه 0ء أي إنّ 
المستقيمات (04) و (08) و (00) متعامدة مثنى مثنى. لنفترض إضافة 
إلى ذلك أن 1= 006 و 2= 08 و 8= 04. ترمز بالرمن 7 إلى 
المسقط القائم للنقطة 0 على المستوي (480). 

© نريد إثبات أن 7 هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث 48٥0‏ . لنختر 


إذن معلماً متجانساً (:,0:7,2) بوضع 104 = 7 و 108 - 7 و 00 = . 





هھ الس إعداقاك. : 
(. احسب 00۰48 و 0۸.48 واستنتج أنّ المستقيم (48) عمودي على المستوي (00177). 
». احسب 08 .48 و 885 ٠‏ 40 واستنتج أنَ 8 هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث .۸8٥‏ 
©. أثبت أنّ المسقط القائم لكل من النقطتين ١‏ و0 على المستقيم (48) هو النقطة × ذاتهاء 
اخ ادات ا 


أخظ قا لقبانن الزاویة 0C‏ 








© بعض خواص المكعب 

ليكن '8'019 4800۸4 مكعباً طول حرفه ». النقطة 57 هي المسقط 
القائم للرأس 8 على المستقيم (2407). 0 النقطة 77 هي 
أيضاً المسقط القائم لكل من '۸4 و2 على المستقيم (' 

سنستعمل المعلم المتجانس | 2,3,8 ) حيث 





D'A' = af و‎ D'C' = و زه‎ 2"8 = aî 

© اكتب في هذا المعلم إحداثيات رؤوس المكعب. 

© لحساب (0,2,) إحداثيات النقطة 7 : 

هد اكقب يدءاً من المساواة 0 = 407 . BH‏ › علاقة بين 7 ولا و2 و64. 

اكتب علاقة بين بين » ون وء وه و حيث ١‏ معرّفة بالعلاقة 240/7 = .4٨[‏ واستنتج 
قيمة ١‏ ثم احداثيات 1 . 

© لإثبات أنّ المسقط القائم للنقطة ۸4 على (407) هي النقطة # ذاتهاء يكفي أن نثبت أنّ (27'/ل) 
AFH e‏ و .AC'‏ 

© أ oS‏ ۰ 7 ذاتها. 

© لتكن + المسقط القائم للنقطة /2 على ( 

۾. ماذا تقول عن الطول غ077 ؟ 

(. حدّد موقع × على المستقيم ٥'(‏ 

ء. ما هي النقاط الأخرى من المكعب التي مسقطها القائم على (407) هي النقطة × ذاتها. 


کی ترات هد دن 


© بيّن أزواج الأشعة المتعامدة من بين الأشعة الآتية: 
(8)2,5 و(5- 2-2 و(4,4-)8 و(4-4)” و(4غ-3)8. 
© في الحالتين الآتيتين اكتب معادلة لمحور القطعة المستقيمة [48]: 
B(-1,2), A(4,1) 0‏ 
1 
B(-23), A(-5,3) ©‏ 





© نتأمّل النقاط (5,2-)4 و (1-,8)1 و(3,3-)0 و[1-,42-)2. أتكون النقطة £ متساوية 
البُعد عن المستقيمات التي تؤلّفها أضلاع المثلث ‏ 480/.؟ 
u‏ 0 مرّبع. 7 منتصف [48] و 7 منتصف [90]. أثبت أنّ المستقيمين (27) و (01) 
متعامدان . 
(( تعطى معلماً متجانساً في الفراغ. 
© بيّن في كل من الحالتين الآتيتين إذا كان الشعاعان 7 و7 متعامدين: 
0 (2,5-,2)1 20-21 
ONS), (2,3,0) ©‏ 
© نتأمّل النقاط (2-,4)4,1 و (1,2,4-)8 و(5-,0)0,2 و(23-,2-,2)1. ونعررّف 1 
منتصف القطعة المستقيمة [48]. احسب 
AB. AC‏ و 48٠١092‏ و 46 28٠١‏ و 09 . 1/18 
© بيّن في كلّ من الحالات الآتية إذا كان المستويان 7 و © متعامدين: 


P:z+2y—-5+7 =0 ©‏ ,0 - 3 دعن ل 2 + 2 : ب 
P:z—3y +2 - 0 ©‏ ,0 -3 ج22 دن : 0 


© احسب في كل من الحالتين الآتيتين بُعد النقطة 4 عن المستوي 72: 
© (4)0,/2,1 ,0 4 ل و2 دن دن ب ص 


Ps FD A(5,-2,0) @ 











لسا ابحث مها @ 


© مستووات مشا مدا 


نتأمّل» في المعلم المتجانس (0:7,7,8)» النقطتين الآتيتين : (1,2-,4)1. و (8)2,0,4 والمستوي 
م الذي معادلته e‏ ا 2 العمودي على م ويمر 
بالنق لنقطتين A‏ و ر. 


9# نحو الحلّ 


0 


نريد تعيين معادلة لمستو © مار بنقطة (بل اثنتين). 
وإذا كنا نعرف شعاعاً ناظماً (,7)0,0 على © 
استطعنا تعيين المستوي. أتوجد فرضيات في المسألة 
تفيد في تعيين 7؟ المستويان 2 و © متعامدان فرضاً 
إذن يكون كل شعاع ناظم # على 7 شعاعاً عمودياً 
على 7» كما إِنّ المستقيم (48) محتوى في © 
فالشعاع 48 عمودي أيضاً على 7 

1. أعط مركّبات شعاع ناظم 7# على 2. 

2. علل صحة المساواتين 0 = 7٠72‏ و0 -ح #.ضك4. 
لدينا إذن جملة المعادلتين 





a—-b+3c =0 

0 دع2 + a+b‏ 
لا تكفي هاتان المعادلتان لتعيين قيم » و( وع» وهذا ليس مُفاجئاً لأننا نعلم أنه يوجد عدد 
لانهائي من الأشعة الناظمة على مستو. ولأنه يكفي تعيين ثلاثية واحدة (0,5,6) تحقّق الجملةء 
يمكننا مثلاً أن نختار قيمة إحدى المركبات. فمثلاً لنضع 2 -ع. 
1. أثبت في هذه الحالة أن 5- = م» 1= (. 
2. تحقق أنّ (5,1,2-)7 شعاع ناظم على ©. 
3. اكتب معادلة للمستوي 0. 


ر أصبر الل وأكية باو هة 


0 بد قط عن سیر الراع 
في معلم متجانس (0:1,7,8)» لدينا النقطة (1,2-,4)3 › والمستويان 7 و ©: 
0= 4ح يربك ووس 9م 
0= 2-5 ل بن + 2 : ك9 
أثبت تقاطع المستويين 2 و 2» واحسب بُعد 4 عن المستقيم 4 الذي يمثّل فصلهما المشترك. 

9 نحو الحلّ 

#4 للتحقق من تقاطع المستويين 7 و 2» نستعمل الأشعة الناظمة عل كل منهما. 
1. عيّن شعاعاً ناظماً ,7 على ۶» وشعاعاً ناظماً ر7 على ©. 

2. استنتج أن 2 و © متقاطعان. 

1 بعد 4 عن 4 يساوي بُعد ۸4 عن '4 حيث '۸4 هي 
المسقط القائم للنقطة 4 على 4. بالطبع إذا وقعت ۸4 
على #4 كان '4 =4 ومن ثَمّ 0 = /44 . تيقن أن 
4 في الحقيقة» لا تقع على أيّ من المستويين 7 
أو © 








ا 111111 بالإضافة الك اق ا ed e A۸4) ١‏ 
فإذا كان 7 شعاعاً موجهاً للمستقيم 2 فإنَ “4 هي النقطة الوحيدة من ۾ التي تُحقّق 
0 = 44.0 . علينا إذن تعيين شعاع 7 يوجه المستقيم 4» ولهذا نبحث عن نقطتين 8 و 0 
من 0. 
1. تذكّر أن (14),1,2 تقع على 4. إذا تحقّق الشرطان 
0 = 4 ع دنع 22 و0 ع 2-5 دن د ع 
2. مثلاً لتعيين نقطة (2),0,2 من 4. نختار 0  -‏ ونعيّن ي وء الموافقتين. ولتعيين 
(2,و,»)٥‏ من 4. نختار 1= 2 ونعين ن و2 . وهذا يتيح لنا تعيين i = BC‏ 
3. أثبت أنّ (04,5,6) إحداثيات 4 تُحقّق جملة المعادلات 
2a-b+ c—-4=0 (1)‏ 
(2) 5-0 ع2 + a+b‏ 
(3) 0= م - م + هن 
4. استنتج من (2) و (3) أن 5 = 30 ثم احسب إحداثيات ٠4‏ واستنتج المطلوب. 
كر أنجز الحل واكتبه بلغة سليمة. 


١0 





© تتاطع مسنتي رو مسنو 
في معلم متجانس (0:1,7,8)» نتأمّل نقطتين (1,0-,4)2 و (1,3,5-)8. والمستوي 2 الذي 
يقبل معادلة 0 2-5 +ه3 -25. أثبت أنّ المستقيم (48) يقطع المستوي 7 وعيّن 
إحداثيات © نقطة التقاطع. 

92 نحو الحلّ 

4 الإثبات وجود النقطة © علينا إثبات أنّ المستقيم (48) لا يوازي المستوي 2. أعط شعاعاً 


موجّهاً للمستقيم (48) وشعاعاً ناظماً على 2. واستنتج وجود 0. 
9 علينا إذن تعيين (ء,0,ه) إحداثيات النقطة 0. 

1 علّل وجود ثابت م۸ يحقّق RAB‏ = 40 . 

2. استنتج عبارات ۾ و5 وء بدلالة ۾. 

2. عيّن # اعتماداً على وقوع 0 في 2. واستنتج إحداثيات 0. 


2 انبح الل ا باغلا س 


ن مستي معمواي على مسو 
في معلم متجانس (#,0;7,7)» نتأمّل نقطتين (۸4)2,5,3 و(1-,1,0-)8» ومستوياً 2 يقبل 
(2-,20,1 و (1-,1-,0)3 شعاعين موجّهين. أثبت أنّ المستقيم (48) عمودي على المستوي 


7 

9 نحو الحلّ 

4 يكفي لإثبات المطلوب أن نبرهن أنّ الشعاع 48 عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً من 
المستوي 72. 
1. أعط شعاعاً © موجّهاً للمستقيم (48). وتيقن أنّ الشعاعين 7# و 7 غير مرتبطين خطياً. 
2. أثبت أنّ ت عمودي على كل من 7 و2. 

كي أنجز الحل الآخر واكتبه بلغة سليمة. 


© اط التائرعلی سر 
في معلم متجانس (/,0:1,7)» نتأمّل النقاط (4)1,2,0 و (8)0,0,1 و (0)1,5,5. يُطلب تعيين 
"2 المسقط القائم للنقطة (4-,11,9-)2 على المستوي (480). 


مل 





92 نحو الحلّ 


0 


لنرسم شكلاً مبسطاً. كيف نجد إحداثيات النقطة /2؟ نعلم أنّ 
المستقيم (/71) عمودي على المستوي (480)»: فهو من ثَمّ 
عمودي على جميع مستقيمات هذا المستوي. الفكرة» إذن» 
تكمن في التعبير شعاعياً عن هذا التعامد. 

1. اشرح لماذا ( ,و ,»)1 تنتمي إلى (/22) إذا وفقط إذا كان 





0ك DAB‏ ب الاك مو نزم 
2. اكتب تحليلياً الشرطين السابقين. 


شفع أذ 07 هر مجموغة اقا a‏ 4 حيث : عددٌ حقيقي. 


ا ا اع موكه ال | (DD')‏ ) هو شعاع ناظم على ( .(ABC)‏ 

1. بإعطاء قيمتين مختلفتين للمتحوّل ‏ أعط إحداثيات نقطتين مختلفتين من ('2(). 

0 استنتج مركّبات شعاع موجّه للمستقيم (/07)ء أي شعاع ناظم على ( .(ABC)‏ 

3. اكتب معادلة للمستوي (۸80). 

4. عيّن قيمة ‏ التي تجعل النقطة 11 من 3.4. عنصراً من (480). استنتج إحداثيات '( . 


و أنجز الح الآخر واكتبه بلغة سليمة. 


0 متوازي مستطيلات. يتقاطع قطراه 


0 إلى الأمام @ 


[821] و ['04] في 0. نضع 007 = »» ونفترض أنّ 

۾ = 80 و5 = 02 وء = '(7(. نهدف في هذه المسألة 

إلى حساب بنومع. نختار معلماً متجانساً (/,4,1,7) بحيث 

يكون 48 و :7 مرتبطين خطيأء و47 و7 مرتبطين خطياً: 

وكذلك 4۸ و 7 مرتبطين خطياً. 

© أعط إحداثيات جميع رؤوس متوازي المستطيلات واحداثيات مركزه 0 
2م -2م--2 


أت أن ° کک وو درس على جه القصوص حالة المكقب:. 
ع + ثم ب a2‏ 





2 








© (3-,4)1,2 و 0 - 1 سلج دن - 2 : م. 
8 4 و ۶ هو المستوي الماز بالتقاط 8001,67 و 01107 وزةد 512 


4B 71 ©‏ متوازي مستطیلات» فيه 2 = 48 و 1= 606 = 80 . لتكن النقطة 1 
نتصف [8/]. 


FE G 


© أعط معلماً متجانساً مبدؤه 4 ويمكن التعبير عن إحداثيات 
رؤوس متوازي المستطيلات فيه ببساطة. 
© اكتب معادلة للمستوي (/177). 


© احسب بُعد © عن المستوي (171727). 





© احسب بُعد © عن المستقيم (787). أينتمي المسقط القائم للنقطة © على المستوي (1777) 
إلى المستقيم (1727) ؟ 


في معلم متجانس (0:7,7,8)» لدينا النقطة (1-,۸)2,2» والمستويين 7 و ©: 
0= ع لدنج : مر 
0 ح 1ع دجة : نو 
احسب بُعد 4 عن المستقيم 4 الذي يمتل الفصل المشترك للمستويين 72 و©. 


امل في مغلم مكجاف 279 ر 6 لديم النقطة (09 210+ والمستوييق 9 وة 
0 -1-ج2 دين ده مر 
0 حدمو دن لدت : 0 
© أثبت أنّ المستويين 27 و © متعامدان. 
© احسب بُعد ۸4 عن كل من المستويين 2 و 2. 
© امعفع تع القطة 4 عن الفصل المشترك للسخرييق 8 ورك 


© في كل من الحالات الآتية» تعطى نقطتين 4 و 8 والمعادلة الديكارتية لمستو 2. تيقّن في كل 
حالة أنّ المستقيم (48) ليس عمودياً على 2. ثُمَ أعط معادلة للمستوي © العمودي على 7 
والمار بالنقطتين 4A‏ و 2. 
B(0,1,1), 4)1,0,0(, P:z+y+z=0 ©‏ 
© 0 دع + به : ص22 ,(4)1,2,0 B(,0,1),‏ 
© 4-0 و +هه2: م B(,1,1), A402,3,-1),‏ 





2 





© نتائل في معلم متجانس (0:7,7,5) الستويين 7 و ©: 
P:x—-2y+3:—5 =0‏ و 0 -1 لج دن + تم : كو 
© علل كون المستويين 7 و © متقاطعين. نرمز بالرمز 4 إلى فصلهما المشترك. 
© أثبت أنّ 24 هو مجموعة النقاط (2,2 -1,22+ 52-)14 عندما تتحوّل 2 في . 
© أعط شعاعاً موجّهاً للمستقيم 4 . 
© اكتب معادلة للمستوي 7 العمودي على كل من 2 و © ويمر بالنقطة (2-,۸)2,5. 
© امل في معلم متجانس (0:,7,6)» النقاط: 
(4)2,1,3 و B(1,0,-1)‏ و C(4,0,0)‏ و (2)0,4,0 و E(1,-1,1)‏ 
© أثبت أنّ النقاط © و2 و 7 ليست واقعة على استقامة واحدة. 
أثبت أنّ المستقيم (48) عمودي على المستوي (0117). 
الو نتأمل في معلم متجانس (0:1,7,6)» النقاط: 
DEBS COUN BAO AA)‏ 
© أثبت أنّ النقاط 4 و 8 و © ليست واقعة على استقامة واحدة. 
© عيّن إحداثيات المسقط القائم '( للنقطة 7 على المستوي (480). 
نتأمّل في معلم متجانس (0:7,7,8) النقطتين (1,3-,29)2 و (1,0,1-)4. نهدف إلى كتابة 
معادلة للكرة 5 التي مركزها © وتمر بالنقطة ۸. 
© احسب 0۸4 . 
© لتكن z(‏ ,و ,»)11 نقطة من الفراغ احسب 2112 بدلالة » ول و2. 
© أثبت أنّ » M(z,y,z)‏ نقطة من 5» إذا وفقط إذا تحقّق الشرط « 04 = 92112» واستنتج 
معادلة للكرة 5 المطلوبة. 
9 ني سن متا (:,0:,7). اكتب معادلة الكرة التي مركزها © وتمر بالنقطة ۸4 . 
)0,0,1( و (4011. © ([1حبر2)0,5 و(2,3-,)4. 
ل في سم تجار (,0;7,7). اكتب معادلة الكرة التي مركزها © ونصف قطرها 7. 
© )1,2,3 و2 دم. © (1-,0)0,5 و قل دم. 
@ فى معلم متجانس (/,0:1,7). عيّن طبيعة مجموعة النقاط (2 ,و ,»)/[ في الحالات الآتية: 
© 2-0 ي6 + 2- شن ب شن + ثم © 0= 26 + 22+ 10- شو + ر + كع 
© 0 حم دن دج ب شع y+‏ © 0ح ق5 ل ه42 د 22+ شن + تنو 


١02 





69 في معلم متجانس (0:1,2,6) نتأمّل النقطة (2,2-,4)2 والمستوي 5 -32 + ,2+ هم : 2. 
اكتب معادلة للكرة التي مركزها 4. وتمس المستوي 7. 
69 في معلم متجانس (:,0:4,7) نتأمّل النقطتين (4)2,1,2 و (2,0,2-)8 . 
© أعط معادلة للمجموعة £ المكوّنة من النقاط (3/),0,2 التي تُحقّق 0 = 118 ٠‏ 114. 
ها ية النشبوعة 2 
أ( نتأمل نقطتين مختلفتن 4 و 8 في الفراغ. نضع 548 = ۲» ونعزف 7 منتضصف: [48]: 
© أتبت أنّه في حالة نقطة ما 14 من الفراغ تتحقّق المساواة : .MAÃ. 8/8 - M1? - r”‏ 
© أثبت أنَ مجموعة نقاط الفراغ التي تحقّق 0 = 18 114٠‏ هي الكرة التي مركزها 1 ونصف 
قطرها ٠‏ وهي أيضاً الكرة التي تقبل [48] قطراً فيها. 
((9©) في معلم متجانس (,0:1,7) نتأمّل النقطتين (4)1,1,1 و (1-,1- اك 
© أعط معادلة للمجموعة £ المكوّنة من النقاط (14):,0,2 التي تُحقّق 218 = 114 . 
18 ما"طبيفة الحا 2 
© أعط معادلة للمجموعة 7 المكوّنة من النقاط (2,,:ه)11 التي تُحقّق 18 = 114. 
ها طبيفة التهووعة جه 


(و© ناتك نتطتين مقن 4 و 8 في الفراغ. وعدداً موجباً غير معدوم ). نعرّف ,5 مجموعة 
نقاط الفراغ 37 التي تحقّق الشرط 81 ۰ = 411 . 
© حالة 1-#. 
© لتكن 7 منتصف [48] أثبت أنّ 


ال و ع 
B)‏ ين اموي ا (ه4]). 
© حالة ±1 £. 
© لتكن 7 مركز الأبعاد E‏ (4,1) و (8,۸)» ولتكن 7. مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقطتين (4,1) و (۸-,8). أثبت أنّ 
MA? - RMB?‏ : 1 : 1 1 


َ هرد اي 
#-1 - 


5-2 











© في معلم متجاس (:0,7,5) نتأمّل النقاط 
(3-,4)4,0 و (8)2,2,2 و (1-,3-,3)© و (3-,2)0,0 . 

© أعط معادلة للمستوي المحوري 2 للقطعة المستقيمة [48]. 

© أعط معادلة للمستوي المحوري 2 للقطعة المستقيمة [801]. 

© أعط معادلة للمستوي المحوري ,۶ للقطعة المستقيمة [02]. 

© علّل لماذا إذا تقاطعت المستويات 72 و2 و2 في نقطة واحدة ©. كانت © مركزاً لكرة 
تمر بالنقاط 4 و8 و © و(. 

© بحل جملة من ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل أثبت أنّ المستويات 72 و2 و تتقاطع في 
نقطة واحدة 0© . 

© احسب نصف قطر الكرة 5 المارة بالنقاط م و8 و© و2. 

© اكتب معادلة للكرة ك المارة برؤوس رباعي الوجوه (472001 . 





المستقهات والمستويات في الفراع 


© المستقيم والمستوي بصفتهما مرإكن أعاد متناسبة 
©© التمثيلات الوسيطية 
© تقاطم مستقيمات ومستويات 


@ تقاطع ثلاثة مستوبات 





لقن كارت عراسي Sg ee Ea‏ حولم بل 
فلن مماولات خطية يناج عامل فا الان قرع مهد جا اساي ن 
روع الرزاظيات. إل ار اليل 

كثيراً ما أرجع حل مسالة رياضياتية إلى حل جملة من المعادلات التطيةء مغلا 
مكوّنة من آلاف المعادلات الخطية ذات آلاف الجاهيل. 


هذه بالطبع مسائل مستحيلة الحل بدون استعال المحواسيب» طريقة غاوس 
في حل جملة معادلات مكونة من 7 معادلة خطية ذات 7 مجهولاً هي بوجه عام 
مقبولة عندما تكون 7 صغيرة أي أقل من 1000 مثلاً؛ إِذْ يتناسب عدد 
العمليات الحسابية اللازمة للحل» أو زمن الحساب» مع 0 

ولكن عندما تصبح 7 كيرة نلجأ إلى طرائق خاضة أكثر فعالية. تتيح أفضل 
طريقة عمليّة معروفة إجراء هذا المساب بزمن متناسب مع 772.8 يم ۹8:7 
وهناك خوارزميات أسرع ولكنها ليست عملية» المجال هنا واسع ورحب للتقصي 
والبحث. نحن هنا لن نتعقق في التفاصيل ولكن سنكتني بفتح نافذة تاركين أمر 





المستقيمات والمستويات في الفراغ 


چ انطلاقة نشطۂ 
حل جملة معادلات خطية 
© الطريقة الأولى : الحذف بالتعويض 
نهدفه إلى حل جملة المعادلات الآتية ذات المحاهيل: ونه : 
2z:— y+3: =0 (1)‏ 
(2) 1ك2 (S( z-2y+‏ 
z+ yg 2=2 (3)‏ 
تسمّى الجملة (5) جملة ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل وتعتمد طريقة الحذف بالتعويض على 
إرجاع هذه الجملة إلى جملة معادلتين خطيتين بمجهولين عن طريق معاملة أحد هذه المجاهيل بصفته 
مقداراً ثابتأء فمثلاً ُكتب المعادلتان (2) و (3) بالشكل 











چ - ]1ح و2 - بع 
ع +2 عدبع +1 
ثْمّ نحل هذه الجملة بالمجهولين (2,1) . 
© تحقق أن 5م 1+22 _ 
3 3 
uw u.‏ 5# ع2 +1 5 5 . 5 
نعوض ثيمتي = کو = (z)و‏ = ن في المعادلة (1) لنحصل على معادلة 


تبرهن النظرية» وهذا ما نقبل به» أتنا بهذا الأسلوب نحصل على مجموعة الحلول. وهكذا نكون قد أثبتنا 
ن للجملة )5( حلا وحيداً هو [1-,4- 4( - (2 ولا رة) ٠‏ 


37 
9 عندما نصل إلى معادلة لا يظهر فيها إلا متحوّل واحدء 2 مثلآ» عندئذ نناقش كما يأتي: 
" إذا لم يكن للمعادلة حل» استنتجنا أن ليس للجملة (5) حلول. 
« إذا أخذت المعادلة الصيغة 0 = 0.2 استنتجنا أنّ للجملة (5) عدداً لا نهاتياً من الحلول. 


وتكتب مجموعة الحلول بالشكل (2(,9)2(,2)) = (2:1,2) حيث : عددٌ حقيقي. 


2 


© الطريقة الثئية : الحذف بالمع 
نهدف إلى حل جملة المعادلات الآتية ذات المجاهيل (2 با : 


00 0 ح ام ل رع لل نه 
لوط O. (y=‏ 
زو( 4= م دن - به 


نسمّي معادلة من الصيغة ,01 + ,01» حيث ٠‏ و( عددان حقيقيّان» عبارة خطيّة في ,1 و ر1. 

© اجمع المعادلتين ,1 و ,1ء وكذلك المعادلتين ,1 و .1 . ما هي المعادلات التي تحصل عليها؟ 

© استنتج قيم ده ول وج. 

© تحقق أنّ الثلاثية التي حصلت عليها هي حل للجملة المعطاة. ماذا تستنتج؟ 

9 عندما نُجري مثل هذه التحويلات على غير هدىء ليس هناك ما يجعلنا نستنتج أنّ الحل أو 
الحلول التي نجدها هي حلول للجملة الأصلية» مما يحتم علينا التيقّن من تحقيق هذه الحلول للجملة 
الأصلية. المثال الآتي يوضح هذا الأمر: 


لنتأمّل الجملتين الآتيتين : 











2z + 2y = 3 دن ده (ملاغه ملا‎ z2 =1 لط‎ 
5 2y ~22 = 6 (J — Lg) و‎ (S) صن دنه‎ - 2 =2 (L>) 
2+22 = =3 (D+) u-y+2z=-4 (I) 


هنا يمكنك أن تتيقن بسهولة أن (3-,0,3) حل للجملة ('5) ولكتّه ليس حلاً للجملة (5). 

© الطريقة الثالثة : طريقة غاوس 

هذه الطريقة تشبه طريقة الحذف بالجمع المشار إليها أعلاه ولكنها تتميّز بأن الجملة النهائية التي نحصل 
عليها تكافئ الجملة الأصلية أي يكون لهما مجموعة الحلول ذاتها. 

نهدف إلى حل الجملة 





3y +22 =1 (LD)‏ -ه 
6 9= 32 ديع -22 )5 
(Eş)‏ 11 = مي + 3z - 2y‏ 


© المرحلة الأولى: نسعى إلى حذف x:‏ من را و و1 بالاستفادة من عبارات خطية تشمل ,1. لهذا 
الهدف نضرب ر1 بالمقدار 1- و و1 بالمقدار 14- بحيث يظهر الحد »-. ثُمّ نجمع ,7 إلى كل 


ا 21ح وق ددع 00 1 دعق دو = 
ea‏ عدم ضري eS e‏ 0م 
E ET =‏ = 4+ 


١2 

















وبعد إصلاح المعادلتين الأخيرتين بضرب طرفي الثانية بالعدد 2- وطرفي الثالثة بالعدد 3- نصل إلى 
الجملة الجديدة 

E)‏ 22-1 ديق دج 

(5) و5‎ z2=7  )4( 

Ty-2z:=8 (KL) 
المرحلة الثانية: نسعى إلى حذف ي من 14 بالاستفادة من 14. لتحقيق ذلك نضرب )1 بالعدد‎ © 
: كي يظهر فيها الحد و5 ثم نجمع إلى المعادلة الناتجة المعادلة ث1‎ - 


3y +22 =1 (J‏ دن 3y +22 =1 (L,)‏ نه 
5y— 2= (L4) ~re y= 2= (L2)‏ 
E) = (=)‏ =2 
وبعد إصلاح المعادلة الأخيرة بضرب طرفيها بالعدد 2 نصل إلى الجملة الجديدة: 
ل 1ك بجر عد بون دع 
z=7 (L})‏ يه5 (”57) 
020 3ک 


تبرهن النظرية رهذا ما تقل بده أن لول الجملة (6] هي لول الجملة (4) ذاتها: 


9 من المهم ملاحظة أنّنا نكتب في كل مرة جمل معادلات» وأنّنا نكرّر كتابة السطر الأول من 
(5ى) والسطر الثاني من ('5). 

9 وعندما نحصل على جملة تكون فيها المعادلتان الأخيرتان متكافئتين (لهما الحلول ذاتها)ء 
فعندها تقبل الجملة الأصلية (5) عدداً لا نهائياً من الحلول» كما يبين المثال الآتي: 











. 3ع-22- ناه 3+ 22 ح د نو دهع 1 
قزل ال 1 حر عرو إلى 1 5-7 ك و إذن 
Sy = 2+1 6y - 22 = 2‏ 3 3 





8+52 1+2 


مجموعة حلول هذه الجملة هي مجموعة الثلاثيات 2 3 





حيث 7 عدد حقيقى. 


9 وأخيراً عندما نحصل على جملة تكون فيه المعادلتان الأخيرتان متناقضتين» لا يكون للجملة أية 
حلول. 


فمثلاً ليس للجملة 1 - م -37 


2 + 2y - 32 = 3 
ررب3‎ - 2 =0 





6 المستقيم والموسنوى بصفتهها مراكز أبعاد متناسبة 
البلا المستقيمات والقطع المستقيمة في الفراع 
كما هي الحال في المستويء في الفراغ أيضاً المستقيم (48) هو مجموعة النقاط /1 التي تحقق 


AM - 48‏ عندما تتحوّل 1 في : غ الأعداد | قيقية 12. والة ر 5 | تقب .4 [48] هي 
مجموعة النقاط 14 التي تحقق 148 = 434 عندما تتحوّل + في المجال [0,1]. ومنه المبرهنة الآتية: 


چ مبرهنة 1 
© المستقيم (48) هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين -٤(‏ 4,1) و (,8) 
عندما تتحوّل + في مجموعة الأعداد الحقيقية ‏ . 
© القطعة المستقيمة [48] هي مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقلتين (4 - 4,1) 
و(8,4) عندما تتحوّل + في المجال [0,1]. 
في حالة عدد حقيقي 4» القول إن 714 هي الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقلتين 2 -4,1) و(8,4) 
يعني أنّ 0 = 1811 + /2741 -1) أو 148 = (118 + 411 )1 = 111 . ومنه نستنتج النقطتين © 
و © مباشرة. 


9 القطعة المستقيمة [48] هي أيضاً مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقلتين (»,۸) 
و(8,8) حيث 0< به و0 < 8 و0 < 8 + ». في الحقيقة» إن مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 
المثقلتين (4,0) و (,,8)» هو نفسه مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المتقلتين (<2,) و (س,8)ء 


18م 


فهو إذن مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقلتين (4 -4,1) و (/,8) وقد وضعنا [0,1] © ل = 4. 


© نتيية 2 
)0,0 


إنَ داخل المثلث ۸48٥0‏ هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة 

للنقاط المثقّلة (»,4) و(28,,8) و(0,7) حيث 0< » و0< 86 

و0<ب. )8,0( )4,0( 
في الحقيقةء لنفترض أنّ 34 نقطة من هذا النوع ولنضع 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين 
(8,8) و (0,7)» عندئذ تقع 7 داخل القطعة المستقيمة [180]» واستناداً إلى الخاصة التجميعية» تكون 
7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين (هبك) و(7+ 1,8)ء فهي إذن تقع داخل القطعة 
المستقيمة [47]» فهي إذن داخل المثلث 420 . 








وبالعكس» إذا كانت 14 نقطة واقعة داخل المثلث 180 » قطع المستقيم (/41) المستقيم (80) في 
نقطة 7 واقعة بين 8 و0» إذن يوجد 0 < 6 و0 < 7 بحيث تكون 7 مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقطتين المتقلتين (8,6) و(0,7). ولكن تقع /1 داخل القطعة المستقيمة [41] فيوجد 0 < » بحيث 
تكون 34 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين (ه,ك) و( + 7,8). واستناداً إلى الخاصة 
التجميعية» تكون /1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المتقلة (»,4) و (8,6) و (0,7). 


2.1. المستوباتي المراع 


لنتذكّر أنّ المستوي (480) هو مجموعة النقاط 1 التي تحقّق 6 4ن + 4ه = 431 حيث » ون 
عددان حقيقيان كيفيان. 


إن انتماء نقطة 14 إلى المستوي (480) يكافئ وجود عددين » ون بحيث تكون 1 مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقاط المُثقّلة (ي - نه - 1بك) و (ه,8) و (0,0). 
الإثباءهم 
في حالة عددين حقيقيّين » ون ثكافئ المساواة 40ن + 8 4ه = 41 ما يأتي: 
MB) + y(AM + MC)‏ + لقا أه = AM‏ 

> -(z + ملا(‎ + MB + 6 

)1 z— لازن‎ + zMB + yMC = Û 
أي إِنّ 14 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المُثقّلة ( - ± -4,1) و (,8) و (ل,0).‎ 


إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة 
4802 رباعي وجوه × و 7 منتصفا الحرفين [48] و[02]» 
و[ و نقطتان معرّفتان بالعلاقتين 41-141 
و 208 = 07» وأخيراً © هي منتصف [71] أثبت أنّ النقاط @ 7 


و7 و تقع على استقامة واحدة. 





9 لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة يكفي إثبات أن إحداها هي مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقطتين الأخريين. 




















من تعريف 7 نرى أنّ 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,2) و (2,1)» ونرى بالمثل أن ل 
هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (0,1) و (8,2). لتكن إذن النقطة "6 مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقاط (4,2) و (2,1) و (0,1) و (8,2). 
باستعمال الخاصة التجميعية نرى أنّ النقطة "© هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (1,3) و (7,3) 
إذن هي منتصف [27] أي إِنّ "6 = 6. 
ولكن 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,2) و(8,2) وعد هي مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقطتين (0,1) و(2,1) ومن ثَمّ استناداً إلى الخاصة التجميعية نرى أنّ النقطة “6 هي مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقطتين (7,4) و )K,2(‏ إذن تقع النقاط © = ”6 و K‏ و7 على استقامة واحدة. 
إثبات وقوع نقاط في مستو واحد 0 
77 محعْبٌ. 7 و7 منتصفا الحرفين [48] و[80] 
بالترتيب» و × هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (8,2) 
و (0,1) و(8,1). أثبت وقوع النقاط 1 و1 وكا و8 في مستو © 





واحدٍ. 


9 لإثبات وقوع أربع نقاط في مستو واحد يكفي إثبات أنّ إحداها هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 
الثلاث الأخرى. 
استناداً إلى الفزض 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,1) و (8,1)» و 7 هي مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقطتين (8,1) و (0,1). ولأنَ × هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4:1) 
و (8,1) و (8,1) و (0,1) و(8,1). استنتجنا من الخاصة التجميعية أنّ × هي مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقاط (7,2) و (7,2) و (11,1). وهكذا نرى أنّ 7 واقعة في المستوي (1777) والنقاط 
1 و آ و و75 تقع في مستو واحدٍ. 
© النقطتان 4 و 8 نقطتان مختلفتان. في الحالات الآتية عيّن + التي تحقّق 48+ - 41/4 . 
© 714 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (2-,4) و (8,1). 
© 1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,2) و (8,3). 


2و0 





© أعط في الحالات الآتية .ه و 6 لتكون 114 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (»,۸) و (8,6). 
2AM + 48-0 © AM = 248 ©‏ © 4-348-0ل1. 

© في الشكل الآتي التدريجات متساوية. عبّر في كل حالة عن كل واحدة من النقاط 4 و8 و © 
بصفتها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين الأخريين. 

U A B A B C 

ا إا ا ا الالالال @ ا 0101 

© نتأمّل مثلثاً 480 . في كل حالة مما يأتي» جذ عددين » ون بحيث 4€ + 248 = 414 . 
© 14 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1-,4) و (8,1) و (0,1). 
© 34 مركز الأبعاد المتتاسبة للنقاط (۸,3) و (8,1) و (0,2). 

© نتأمّل مثتاً 48٥‏ . في كل حالة مما يأتي» جذ الأعداد © وم و لتكون 1 مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقاط (»,4) و (8,6) و (0,7). 
BM = BA-BC © AM =2AB-AC ©‏ 
AM = MB 140 © CM = 3CA + 2CB ©‏ 


© انطلاقا من الشكل المجازن. جد الأمثال ج وى و + لنكرن 1 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (هب4) و(8,8) و(0,7). 0 
واستنتج 2 التي تحقق 0 = 2678 + /6. A B‏ 


© انظطلقا من الشكل المجاون: ك الأمذال يه و8 وو لكرن 
× مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (هبك) و(8,8) و(0,7) 
و(D,6(.‏ 


02D‏ رباعي وجوه. استعمل الخاصة التجميعية لتعيين موضع النقطة 6 في الحالات الآتية: 
© © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (8,1) و(6,1) و(2,3) . 
© © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1-,۸) و (8,2) و(1-,6) و(2-,2). 
© © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و (8,2) و (0,3) و(2,6). 




















© التمثيلات الوسيطية 
2 اميل الوسيطي مسيم 


لنفترض أن المستقيم 4 معرّف بنقطة (,1,2,,:ه)24 وبشعاع موجّه (0,0,0). تنتمي النقطة 
(1):,1,2 إلى 4 إذا وفقط إذا ؤجد عددٌ حقيقي + بحيث 4# = /1/1.» وهذا يُترجم باستعمال المركبات 


كما يأتي: يوجد 1 بحيث اه = ,نه - نه و اا = رل - ل و © = ر2 امء» ومنه المبرهنة: 


© مبرهنة 4 


)1,2 00 الذي عا 


at + To‏ = نه 
TER‏ ,ون + (SJ1y = bt‏ 
مه + ct‏ = م 


تسمّى الجملة (5) تمثيلاً وسيطياً للمستقيم 4 في المعلم (/,0:1,7)» ويسمّى + وسيطاً. نقرن 
بكل عدد حقيقي + نقطة وحيدة (ى2 + 4ع,؛ + 6#,ونه + 11)04 من المستقيم 4. وبالعكس يوافق 
كل نقطة 11 من 4 عدد حقيقي وحيد + يحقّق 1# = 411 . 


في حالة (40,2,3 و (8)9,3,1 يكون الشعاع (2-,4801,1 شعاعاً موجهاً للمستقيم (48) ويقبل 


=t +1‏ 1 
المستقيم (48) التمثيل الوسيطي: iy =t+2 , + © R8‏ 
0 83 ل ##م دم 


22 | ا الو سيط , لقطعة مستقيمة ول: أنصف مسسقيم 
لتكن (20 :420:90 و ( درا B(T‏ نقطتين من الفراغ» ولنضع (7)0,5,6 = 48 عندئذ القطعة 
المستقيمة [48] هي مجموعة التقاط (14):,1,2 التي تحقّق 


ونه + at‏ = نه 
y= bt + yy, 1 € [0,1]‏ 
ct + 20‏ = م 


ونصف المستقيم (48] الذي مبدؤه 4 ويمر بالتقطة 8 هو مجموعة النقاط (2,ر,»)1 التي تُحَقَّق 


at + To‏ = نه 
+oo|‏ ,0] € 1 ,ون + y= bt‏ 
ct + 20‏ = م 


2 





أله صرق فيو ماين و يضاقي ای کد 


لنتأمّل الجملتين 
E1‏ 2 نر 4 901 - =3 
(SJjy= 4t , tER‏ و (S)1y = 124, tER‏ 


يمل (5) التمثيل الوسيطي للمستقيم 4 الموجّه بالشعاع (1-,7)3,4 والمار بالنقطة (4)1,0,1.. أمّا 
(57) فهو تمثيل وسيطي لمستقيم “4 موجّه بالشعاع (12,3-,9-)7. ولكن 37- = 72 إذن 7# هو 
أيضاً شعاع توجيه للمستقيم ٠4‏ والنقطة (4)1,0,1. من 4 تنتمي أيضاً إلى “4 (يكفي أن نختار 
1 = 1 في التمثيل الوسيطي ('ك) للمستقيم '4). إذن “4 -4 والجملتان (5) و('ئ) هما تمثيلان 
وسيطيان للمستقيم 4 ذاته. 


قز خزيق درم بلاطو ھی و 


لنتأمّل المستقيمين : 


(d)ly=-t-1, tER و‎ (dly= 2-3, tER 


القول إِنّ (7):,17,2 تنتمي إلى '» 4 يعني أتها نقطة واقعة على كل من 4 و '0. ووقوع 1 على 4 
يعني أنه يوجد عدد حقيقي + يحقق 1+1 - م و2-3 داعو و1+2- = 2. ولكن انتبه لا يعني 
انتماء 7 إلى '4 أيضاً أن 2+ 3 = م و1-+ - ين و1 += :2 . إِذْ ليس هناك أي سبب يجعل 
قيمة الوسيط + التي توافق 7 على 4 هي ذاتها قيمة الوسيط + التي توافق النقطة 7 على '0. يجب 
استعمال حرف آخر (: مثلاً) للدلالة على الوسيط على المستقيم '4. وعليه القول إِنّ (1),0,2 هي 
نقطة تقاطع المستقيمين ¿ و 4 ثكافئ وجود عدد حقيقي + وعدد حقيقي ی بحيث 


2+ و3 = 1+1 
1- ى = 2-3 
1+ى -t+2=‏ 


نجد من ثم 1= + و 0 = و» وعليه يشترك المستقيمان 2 و 4 بالنقطة (1,1-,2)[. 


اي 





زف رس مستقيمين في الفراغ 
ادرس وضع المستقيمين 4 و ' المعرّفين كما يأتي: 
hE 1 n t+1‏ 
d:1ly=-—3t+2, tER‏ و d':1y= -3t-3, tER‏ 
z= +1 z= 93-3‏ 


9 لتعيين وضع مستقيمين معرّفين وسيطياً ندرس أَوَلاً الارتباط الخطي لأشعتهما الموجهة 0 و 1. 
للمستقيمين 4 و4 شعاعين موجّهين (3-,3-,7)0 و(1-,3-,7)1 بالترتيب. ولأنّ مركبات هذين 
الشعاعين ليست متناسبة استنتجنا أنّ الشعاعين 7 و7 غير مرتبطين خطياً. وعليهء إِمّا أن يكون 
المستقيمان 4 و '» متقاطعين أو أن يكونا متخالفين (أي غير واقعين في مستو واحد). لنبحث إذا كانا 
متقاطعين» علينا حل الجملة 


(0 1-=ي ع ف 1ددع 
0 5-- وق + 3- اس 38-3-- 2+ 34 
له فم نعود | دود و 
ولكن المعادلتين (1) و (2) متناقضتان» وليس لهذه الجملة حلول. إذن لا يقع المستقيمان 4 و”0 في 


مستو واحد. 

تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (:/,0:1,7). 

© أعط معادلة وسيطية للمستقيم 0: 
© المستقيم 4 يمر بالنقطة (1,2,0-)4 وموجه بالشعاع (1-,7)0,1. 
d = )48( ©‏ حيث (1-,4)2,1 و (1,1-,8)3. 

© نتأمل النقطثين (2,1:0-)4 و(800,38,1 . أعط تمثيلاً وسيطياً لكل من 
© المستقيم (48). © القطعة المستقيمة [48]. 
© نصف المستقيم (48]. © نصف المستقيم (84]. 

© 180176171 مكعب طول ضلعه 1. فيه 7 منتصف [80] وال 
منتصف [02] و × منصف [97]. نتأمّل المعلم (4 ,48,420 بك). 
© أعط تمثيلاً وسيطياً لكل من (1۸) و (157). 
© أيتقاطع المستقيمان (1۸) و(77)؟ هل تقع النقاط 1 و ل و × و/ 
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© تقاطع مستقيمات ومستويات 


تعطى في هذه الفقرة جملة متجانسة (/,0:7,7). 

لنتأمّل مستويين 0 = ,4 + يرع + رط + :به : ۶ و0 = يك + عه + رط + #يه : 2 . يمكنناء من 
حيث المبدأء معرفة إذا كان هذان المستويان متوازيين أو متقاطعين انطلاقاً من كون الأشعة الناظمة 
عليهما مرتبطة خطياً أو غير ذلك. وعلى وجه الخصوصء عندما يكون هذان المستويان متقاطعين» 
نحصل على إحداثيات نقاط التقاطع بحل الجملة المكوّنة من معادلتي المستويين. لهذه الجملة عددٌ لا 
نهائي من الحلول ممثّلة بنقاط المستقيم ۸ الفصل المشترك للمستويين 72 و2. 
يُلخّص الجدول الآتي الحالات المختلفة لمجموعة حلول الجملة (5) 

+d =0 (0)‏ هن للد برا ل at‏ 5 

 )2(‏ 0 = ول + by + cz‏ + نوه 


ان ل | استرات متراران ومحلفان المستويان متقاطعان 


7 لد 


حلول الجملة (5) كل ثلاثية | ليس للجملة (5) حلول. |حلول الجملة (5) هي نقاط ۸»› 








(2,,ة) تكون حلا للمعادلة المستقيم ۸ ليس معرفاً بتمثيل 

(© (أو 2)). رظي بل هر مجموعة النقاظ 
(2 ,/ا :)11 حيث (1,2,) هي 
حلول (5). 








لنتأمّل مستوياً 0 = ل دين + by‏ + نمه : 2 له شعاع ناظم (ء,ظ,). ا ۸ موجه بالشعاع 
(,27)0,8 ويمر بالنقطة (,4):,1,,2.. يمكنناء من حيث المبدأء معرفة إذا كان ۸ موازياً للمستوي 
2 أو قاطعاً له تبعاً لكون 7 عمودياً على 7 أو لم يكن. 


oy 





وبوجه خاصء إذا قطع ۸ المستوي م» فان إحدائيات نقطة التقاطع هي الثلاثية (7,2,,) حل الجملة 
(5) الآنية: 

ax + by + cz + d = 0 

at + To‏ = به 


مه + ct‏ = م 
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المستويان متقاطعان 







المستقيم محتوى في المستوي المستويان متوازيان ومختلفان 


تقبل (5) حلا وحيداً ملا 
بالنقطة 1. 


للجملة (5) عدد لا نهائي من | ليس للجملة (5) حلول. 
الحلول ممثلة بنقاط ۸. 


تعيين التمثيل الوسيطي للفصل المشترك لمستويين 


نتأمّل المستويين 0 2+ y-2‏ +:2: ۶2 و2+1=0-2y+::‏ 2. تيقن أن هذين 
المستويين متقاطعان» ثُمّ جذ تمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك 4. 


للمستويين 2 و2 الشعاعين الناظمين (1-,2,1) ,7 و (1-,1,2) ر7 بالترتيب. الشعاعان ,7 ور" غير 

مرتبطين خطياً لأنّ مركباتهما غير متناسبة» إذن المستويان 72 و2 متقاطعان. تنتمي (1/),0,2 إلى 
اه 

0 ع 1 دع ن2 ل بع 

لحل هذه الجملة فستغمل طريقة الحذف بالتعويض» فتعيّر مثلاً عن * و يدلالة عر + 

1[ 2ن ح دينع د22 4 كسان 1 2-2 - رن +2 


1 
كحم جيم‎ 
لجن‎ 2 - 2-1 I, y= ly Fh y= ع1‎ L} 








0 إذا وفقط إذا تحقق الشرطان: 


ومنه 12-1 = ي وع = ن. يأخذ المجهول 2 أيّة قيمة حقيقية. يمكننا إذن أن نرمز إليه بالرمز 


4 = ه تسهيلاً للكتابة ليصبح انتماء (2 ,و ,»)11 إلى 4 مُكافتاً للشرط 


1 اک 
tER‏ , 4د ن01) 
حار 


فتخصل يثلك على شيل وسيطي للفصل المشترك 4. 








قال تعين قالع تيم وسو 


نتأمّل النقطتين (2-,4)2,1 و (1,2,1-)8 . والمستوي 0= 2-2 + نو :2 : 2. تيقن أن 
(48) يقطع المستوي 2 في نقطة 7 يُطلب تعيين إحداثياتها. 


للمستقيم (48) شعاع موجّه (3,1,3-) ا » وللمستوي 2 شعاع ناظم (1,1-,7)2. ونلاحظ 
أنَ 0 ع 4- = ٠.0‏ فالشعاعان 7 و7 غير متعامدين مما يثبت تقاطع المستقيم (48) والمستوي 
2. إحداثيات نقطة التقاطع 7 هي الثلاثية (2,و,») حل الجملة الآتية: 


دادم مادم 0 - 2 عن د نع -2 
لذ دن 32ح بر 8344-2 =1 
= ل 1+1 1 1+ t‏ ج 
خا = ے 3-3 ك 3-2 a=‏ 


بم 


يدنه ياسع AB)‏ ) المستوي P‏ في ا ٠.‏ 


درغ 

تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (:/,0:1,7). 

© في الحالات الآتية تحفّق من تقاطع المستويين ۶ و ,2 وأعط تمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك. 
© 2ع +2 : 27 و1 ع غم + ث : ١.72‏ 
z2 = 3 ©‏ دن + ه- : 2 و1 ع 22 ل سن - 25 : ٠.72‏ 

© في الحالات الآتيةء أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم “4 وبيّن إذا كان ”4 || 4 أو كان 4 منطبقاً 
على '0. 


1 =1 2 2-2-1 0 
0 — دعبن 0:1 0 بر © 2= diy‏ مو 
20-1 =2 کک 1+ =t‏ 2 1 


© في الحالات الآتية أثبت ثبت تقاطع المستقيم 4 مع المستوي 7 وعين إحداثيات نقطة التقاطع. 
© )(48) = 0 حيث (1,2,3-)4 و (1-,8)1,2» و 1 ع ع ل رن + نم : م. 


© 4 يمر بالنقطة (1,0-,4)2 ويوجهه الشعاع زود مورك اح مد 
© في الحالات الآتية» ادرس تقاطع المستقيم 4 والمستوي 72. 
2-1 = 8+1 = 
0 1 عدن 0:1 dy =2 +1 © Pixr-y+z=1‏ ,0 حم - 3y‏ + 10:2 
3 - 1 عع 88-38ح 2 


2 


© تقاطع ثلاثة مستويات 
تعطى في هذه الفقرة جملة متجانسة (/,0:7,7). 
1.4. تقاطع ثلاثة مسئويات 
لنلاحظ أولاً أنه في حالة انطباق اثنين من المستويات الثلاثة تؤول مسألة التقاطع إلى تقاطع مستويين 
وقد درسناها في الفقرة السابقة. لذلك سنفترض فيما يأتي أنّ المستويات الثلاثة 72 و2 و2 مختلفة 


مثتنى مثنى. ولتعيين تقاطعها تأتي الفكرة دراسة التقاطع 072 2 أولاً ثُمّ تقاطع 072 2 مع 72 
بالاستفادة من دراستنا السابقة في حال كون 07 2 مستقيماً. نبيّن في ما يأتي الحالات المختلفة: 


لا توجد نقاط مشتركة 


5 





ا e‏ توجد نقطة وحيدة مشتركة 








4. الترجمة الجبرية للمسألة 


لتكن 2 و2 و2 ثلاثة مستويات معادلاتها 
0 = بل + عن + P : az + by‏ 
0 = و0 + هوه + TB, : at + by‏ 
dq = 0‏ + يدوه + ربوا + ندوه : PF,‏ 
تؤول دراسة تقاطع هذه المستويات إلى حل جملة ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل: 
+d = 0‏ عن + رهبا + az‏ 
0 = ول + ag + Dy + cz‏ )5( 
aq + b4y + cq + d4 = 0‏ 


` Q8 
ان‎ 











نلخّص فيما يأتي الحالات المختلفة: 


تقاطع المستويات ٨2‏ و٣‏ و1 





لاح فاط مشتركة خالية 
نقلة مشتركة واهدة 7 حل وحيد (,ر,») يمثل إحداثيات النقطة 7 


مستقيم ۸ معرّف باثنتين من المعادلات الثلاث ‏ جميع الثلاثيات (2,:,:ه) التي تمثل حلول المعادلتين 
اللتين تعرفان /. 
المستوي (حالة ,۶ = 2 = ۶2). جميع الثلاثيات (7,2:,:) التي تحقّق إحدى المعادلات. 











وص أيفيد التفسير الهندسي في حلّ بعض جمل المعادلات ؟ 
نعم» فهو يتيح معرفة سابقة لعدد حلول الجملة» مما يجعل التحقّق من صحة الحل الجبري يسيراً. 
يؤول حل الجملة 


y— 22 = -1‏ +1 
1 =2 ب ايع +1 
1 ع 42 بد ن2 -2- 


إلى دراسة تقاطع المستويات الآتية: 0 = 1+ 22 - + ه: 2 و0 1+ 2 سن + هق : م2 
و42-1-0+ني22-2-: 2. وهي تقبل بالترتيب الأشعة الناظمة (2-,7,)0,1 
و (1-,7)3,1 و (2,4-,2-)7. ولكن ,27- = و إذن ,7 وة مرتبطان خطياً والمستويان 
2 و2 متوازيان. بالقسمة على 2- تأخذ معادلة المستوي 2 الصيغة 1- = 22 - لر + ندء 
وهذا يبرهن أن المستويين ۶ و22 غير منطبقين. إذن تقاطع المستويات 72 و72 و2 مجموعة 
خالية» وليس للجملة المعطاة حلول. 


تعيين تقاطع ثلاثة مستويات 
نتأمّل المستويات : 
0 ع 5 دوق ل 27 دهج :2 
0 ع- 5+ م4 دنع —32 :1 
0 ع 2 + ع2 د PR: 2+ 3y‏ 
أثبت أنّ هذه المستويات تتقاطع في نقطة واحدة يطلب تعيين إحداثياتها. 

















يتعلّق الأمر بالبحث عن حل جبري للجملة 
(ة) 5 = :3+ +2y‏ 3 
(L,)‏ 5- = م4 ن -هق (S)‏ 
2x: + 3y —-22 = -2 (L;)‏ 


إلى (و) مثلي الأولى : 
(طد) 5= 32+ 2 + به (ط) ‏ 32-5 +2 دهج 
() لحم عون جه 5z =10 (L, + 3L)‏ ل öy‏ جه (ى) 
)إ1( 8د م4 دنم )21+ (L4‏ 8- م4دينم 

تُمّ لحذف ي من المعادلة الأخيرة (/1) نطرح منها سبعة أمثال (14). فنجد 
يلا ورا (ط) ‏ 32-5 + 2 + 
(j y+ 2-2 )1( y+ 2-2 )(‏ 
10 2= لوت نز وذح وقد 


ومنه 0= ر و1 --2. فالجملة تقبل حلا وحيداً (1,0,2) = (0,2,). والمستويات 72 و2 و۶ 


وک کر 

تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (0;7,7,۸). في كل من الحالات الآتية نعطي معادلات ثلاثة 
مستويات» حل الجملة الخطية الموافقة وبيّن إذا كانت هذه المستويات تشترك في نقطة فقطء أو في 
مستقيم مشترك» أو لا تشترك بأية نقطة: 


1 دهع‎ 2y - 32 = 3 0 دنع لدنهة‎ 2= 5 
Bm: 21 — Jy—4z =7 © RB: 2z: +13y - 72 = -1 © 
PR: 3z - 3y - 52 = 8 PF, : z¬ y+ عدم‎ 1 
PB: 2:- وق دع‎ =2 PB: 2z — y+ وق‎ =0 
B: دين2 ده‎ z=1 © Be: z+ 2y + 2= 0 © 
PR: 3z - 4y + 52 = 3 E 3z - 4y + 52 = 0 
8 حم عدن حدس‎ 1 Bi: 22 — تنروق دن‎ 2 
2 z-2y + 2= 1 © RB: دي2 ده‎ 2 =1 © 
E dz - 4y + ا 1- = هق‎ dz - 4y + 52 = 4 





"" المستقيم (48) هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 4 و 2ء وبالعكس. وعندما 
8ك نزم aS‏ :مركو الماك النتعابية ES A= N‏ 

"" القطعة المستقيمة [48] هي مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 4 و82 بعد تزويدهما 
بأمثال موجبة (أولها الإشارة ذاتها ) . 

"" المستوي (480) هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط 4 و8 و6. 

"" داخل المثلث 48٥0‏ هي مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط 4 و8 و© بعد تزويدها 
بأمثال موجبة تماماً. 

"" القول إِنْ النقطة (371)2,7,2 تقع على المستقيم 4 المار بالنقطة (4)20,1.20/ والموجه بالشعاع 


-_ 1 نه‎ = at + To 
. 414 = 87 هذا يعبر تحليليا عن المساواة‎ ٠ ر‎ = 0٤ + يُكافئ القول 8 > : , ر‎ 7)0,5,6( 
عدم‎ ct + مت‎ 


" كل قيمة للوسيط + تعين نقطة ونقطة واحدة فقط من ١‏ لمستقيم 0. 


"" بعد تزويد الفضاء بمعلم متجانس» تؤول مسألة دراسة تقاطع مستقيم ومستوء أو تقاطع عدّة 

مستويات إلى حل جملة معادلات خطية. 
is‏ 

f‏ منعكسات يجب امتلاكها. 

"" لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة فكّر بإثبات أنّ إحداها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 
الأخريين. 

" لإثبات وقوع أربع نقاط في مستو واحد فكّر بإثبات أنّ إحداها مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 
الأخرى. 

" تذكّر أن التمثيل الوسيطي لمستقيم يعطي مباشرة شعاع توجيه له» واحداثيات نقطة منه. 


#ي أخطاء يجب تجتبها. 


9 المعادلة 0 = 4 + يه + رط + :تنه ليست معادلة مستقيم في الفراغ بل هي معادلة مستو فيه. 





: 
ا 
نشاط 1 مستقيمات متقاطعة في الفراغ 
© خواص عامة خواص رباعي الوجوه 
ليكن 4807 رباعي وجوه ما. ولتكن © مركز الأبعاد المتناسبة 
لرؤوسه مزوّدة جميعها بالأمثال 1 ذاتها. وليكن × مركز تقل المثلث 
0D‏ . وكذلك ليكن 7 و J‏ منتصفي [48] و [08] بالترتيب. 
© نسمى القطعة المستقيمة التي تصل الرأس بمركز ثقل الوجه المقابل متوسطاً في رباعي الوجوه. 
نهدف إلى إثبات تلاقي المتوسطات جميعها في نقطة واحدة هي النقطة 6©. ولهذا نسمّي € مركز 
تقل رباعي الوجوه. 
*. استعمل الخاصة التجميعية لتثبت أن 6 تقع على [4۸] وان 347 = 46 . 
(. أثبت بالمثل أنّ © تقع على المتوسطات الثلاثة الأخرى. 
© نهدف في هذا السؤال إلى إثبات أنّ القطع المستقيمة الواصلة بين منتصفات الأحرف المتقابلة في 
رباعي الوجوه تتلاقى أيضاً في 6» وأنّ © تقع في منتصف كل منها. 





منتصف [[1] . 


ا. ثبت صحة الخاصة المشار إليها في ©. 
© مسألة مستقيمات متقاطعة 


ليكن 4802 رباعي وجوه ما. ولنعرّف النقاط 2 و © و۸ و5 كما يأتي : 


8 . عدخ بد سر 
SAU=‏ ا Ds‏ 
e‏ 1 


نريد إثبات تلاقي المستقيمين (©2) و (۸5). 
©0. أثبت أنّ 2 هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (8:4) و (0:1). وأنَ © هو مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقطتين (1بك) و(2:3). 
(. ليكن © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4;1) و(8:4) و (0:1) و(2:3). بين أن € تقع على 
المستقيم (20). 
© أتبت بأسلوب ممائل أنّ © تقع أيضاً على (7:5)» فالمستقيمان (70) و (۸5) متقاطعان. 
© لتكن 7 منتصف [40]. أثبت تلاقي المستقيمين )1G(‏ و (82)» وعيّن نقطة تقاطعهما. 


ADs BF = > BC 


0 











0د 2 بعد نقطة عن مستو 


چ جد جا 


نتاممل في معلم متجانس (0:1,71,6) النقاط (4)0,0,0 و (8)0,0,0 و (كع,0)0,0 حيث ۾ و6 و 
أعدادٌ موجبةٌ تماماً. نهدف إلى إتبات علاقة بين بُعد 0 عن المستوي (420) والمسافات 0۸4 و 08 
و 00. 





©». أثبت أنّ ا معادلة للمستوي (480). 
0 0 
8 'استنتع تمثيلاً وسيطيا للمستقيم 4 الما بالنقطة 0 غمزدياً على الفستوي (4860): 
© لتكن 7 نقطة تقاطع المستقيم ۸ مع المستوي (480). 
©. احسب إحدائيات 87 بدلالة .cgbD ga‏ 
(. تحقق أنّ 4 هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث 480.. 
1 1 1 


وى ب 1 
4 0 





کی رما كو سيا ذلن 


O0‏ ليكن 4807 رباعي الوجوه. وليكن » عدداً حقيقياً» و1 منتصف [48] و ل منتصف 
[07]. النقطتان £ و 7 معزفتان بالعلاقتين 42 = 48 و 8€ = 8۴. وأخیراً 17 هي 
منتصف [817]. 

© تحقّق أنّ £ هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (ه -4,1) و (2,2)» وكذلك أنّ النقطة ٣‏ 
هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (© -8,1) و (0,0). 
۵.. أثبت أنّ النقطة 5 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (» -4,1) و(ه -8,1) و (0,4) 


.(D,a) و‎ 


02 02 رباعي وجوه. أثبت في كل من الحالتين الآتيتين أنّ النقاط 1 و8 و © و ( تقع 
في مستو واحدء قم وضع النقطة 14 . 
.MA + MB + MC = DA ©‏ 
.MB +2AD - 2AM -MC ©‏ 


ا([ تُعلى معلماً متجانساً في الفراغ (0:7,7,8). تُعطى النقطتين (4)1,0,0 و (3-,8)4,3 . 
© أتكون مجموعة النقاط 14 مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (» -4:1) و (ه:8) عندما 
تتحوّل » في 12ء هي نفسها المستقيم المار بالنقطة 4 وشعاع توجيهه # 7+ 7 ؟ 
© أتكون مجموعة النقاط 14 مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط (ن - ± - 1بكل) و(:8) و )0:y(‏ 
عندما تتحوّل ‏ ون في » هي نفسها المستوي المار بالنقطة 0 ويقبل 7 و ور +7 


© لک 2 رباعي الوجوه. وليكن 7 مركز ثقل المثلث 1 
802 » و ل منتصف [47] و نظيرة 4 بالنسبة إلى 7. عبر 
عن 1 و ۸ بصفتهما مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط م وج ” 1 
و © و( بعد تزويدها بأمثال مناسبة. 














© الوفوع على استقامة واحدة 


لیکن 418010111”617/ متوازي سطوح» وليكن 7 مركز 
ثقل المثلث 4706.. أثبت أنّ النقاط 2 و1 وم تقع 
على استقامة واحدة. وعيّن موقع 7 على .](٣۳[‏ 


#* نحو الحلّ 


الفكرة الأولى التي تخطر لنا هي بمحاولة إيجاد ثابت 8 يحقق 287 = 27» يبدو هذا صعباً 
للوهلة الأولى» ومنه تأتي الفكرة المعتادة القائمة على تحليل أحد هذه الأشعة أو جميعها والاستفادة 
من علاقة شال أثيت اتطلاقاً من تعريف 1 أن 227 عد 720 +54 = 52[1. 

ل ولكنّ 480101170177 متوازي سطوح. استفد من ذلك لتبرهن أنّ 


DA + DC + DH = DF 





مقا 


2 أنجز الحل واكنبه بلغة سليمة. 
طريقة ثانية : 
4 يمكننا أيضاً التفكير بطريقة تحليلية. لإثبات الوقوع على استقامة واحدة لا نحتاج إلى معلم 
مكقافنء الذلك تال المغلم 114,100,217 :02 
1. أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم (217). 
2. احسب إحداثيات النقطة 7. 
3. تحقق أنّ 1 تقع على المستقيم (27) وعيّن قيمة + التي تحقق 01+ - 21 . 
ر أنجز الحل واكنبه بلغةٍ سليمة. 
نتأمّل رباعي وجوه 48072 . لتكن ‏ من ]10,1[» ولتكن 7 و © و# و؟ النقاط التي تحقّق 
فوح 20 ,قمو- AP‏ 
CR = 209, CS = 8‏ 
النقطتان 7 و ل هما منتصفا الحرفين [40] و [87]. أثبت تلاقي المستقيمات (17) و (۶۸) 
و(05) في نقطة واحدة. 


4 

















95 نحو الحلّ 

و تغرف فعالية الحاضة التجميعية في حل مسائل الكلاقي» وفرضيات 
مثل 48م = 48 تعني أنّ م هي مركز أبعاد متناسبة 
القن 21 وة 





1. بيّن أنَ 2 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (» -۸,1) و (:ه,8). 
2. عبّر بالمثل عن النقاط © و8 و؟. 
# تأمّل إذن النقطة © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (» - 4,1) و (»-0,1) و (8,2) و(»,2). 


1. أثبت استناداً إلى الخاصة التجميعية أن 6 تقع على كل من القطع المستقيمة [27] 
و[95] و[12]. 
2. ماذا تستنتج؟ 
ر نمر انو را برع ملا 


قُدُماً إلى الأما @ 
إلى الامام 
0 نتأمّل رباعي وجوه .۸8٥02‏ × نقطة من [48] تحقق 8 = «AK‏ و تقطة من 
القطلعة السك اوا تق 0 - :61 . وأخيرا # هي شف 045 وة هي 
منتصف [90] . نعرّف © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,2) و (8,1) و(6,1) و(2,2). 
© . أثبت أنّ النقاط © و7 و ل تقع على استقامة واحدة. 
0. أثبت أنّ النقاط ‏ و ى و[ تقع على استقامة واحدة. 


نتأمّل رباعي وجوه 4807 . والنقاط 2 و© و۸ هي نقاط تجعل 4820 و 428072 
و 4082 متوازيات أضلاع. نهدف إلى إثبات تلاقي المستقيمات (2۶) و(04) و (8۸). 
© ». أثبت أنّ النقطة م هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1-:4) و (8:1) و (06:1). 
«. عبّر بالمئل عن © بصفتها مركز أبعاد متناسبة للنقاط 4 و 8 و2 . وكذلك» عبّر عن ۸ 
بصفتها مركز أبعاد متناسبة للنقاط 4 و0 و2. 
© بالاستفادة من نقطة 7» وهي مركز أبعاد متناسبة مُختارة للنقاط 4 و8 و0 و2» ومن 
الخاصة التجميعية» أثبت تلاقي المستقيمات (2۶) و (00) و (8۸)» وعيّن موقع 1 على 
هذه المستقيمات. 


7 





@ تاس ثلاث نقاط 4 و8 و © من الفراغ» وعدداً حقيقياً # من المجال [1,1-]. ترمز ,€ إلى 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1 + 2/بك) و (8:6) و(-:0). 
© مثل النقاط 4 و8 و0 و17 منتصف القطعة المستقيمة [80]» وأنشئ النقطتين ,© 








و 6. 
© ». أثبت أنه مهما كان العدد ۾ من [1,1-] كان 1 2000 
+1 
(. ادرس تغيرات التابع / المعرف على المجال [1,1-] بالصيغة ل - = (م)/. 
2 +1 


». استنتج مجموعة النقاط ,6 عندما تتحوّل # في المجال [1,1-]. 
© عيّن المجموعة © المكوّنة من النقاط 14 التي تحقّق 
MB - MC] = [2MA - MB + 110 |‏ + 2114 | 
© عيّن المجموعة 2 المكوّنة من النقاط 14 التي تحقّق 
[2MA + MB - 3/0 | = [2MA - MB - 110 |‏ 
© نزوّد الفضاء بمعلم متجانس (/,0:7,7). ونفترض أنّ النقاط ۸ و 8 و © معطاة كما يأتي: 
(4)0,0,2 و (1,2,1-)8 و (1,2,5-)0» وأنّ ,© و £ و 2 معرّفة كما في السابق. 
». احسب إحداثيات النقطتين ,© و ,_©» وأثبت أن المجموعتين £ و2 متقاطعتان. 
(. احسب نصف قطر الدائرة ٣‏ الناتجة من تقاطع المجموعتين م و2. 


نتأمّل معلماً متجانساً (0;04,08,00). ليكن © مركز ثقل المثلث ۸8٥‏ . 


© احسب إحداثيات ©» وتحقّق أنّ (©0) عمودي على (480). 
© تعرّف النقاط (4)2,0,0 و (8')0,2,0 و (0")0,0,3 المستوي 8'٥'(‏ '4). 
. اكتب معادلة للمستوي 8'٥'(‏ '۸4). 


اع ع 3 00 
. أثبت أنّ (1/):,1,2 تنتمي إلى المستقيم (40) إذا وُجد عدد ۸ بحيث 


8ه Ne‏ 
|| || ا 
برق چ 


. احسب إحداثيات النقطة × المشتركة بين المستقيم (40) والمستوي ('8'0 '۸) 
© ». احسب إحداثيات النقطة 7 المشتركة بين المستقيم (80) والمستوي (/8'0/ل) 
«. أثبت توازي المستقيمات (48) و ('۸4'8) و (161). 
© عيّن تقاطع المستويين (480) و (4'8"07) بدلالة النقاط المعرّفة سابقاً. 














لیکن 480010116717 متوازي مستطيلات فيه 2 = ۸8 
و1- 60 = 80 . النقطة 7 هي منتصف [48] و. هي 
منتصف [006]. 
نتأمّل المعلم المتجانس (118,42,.477:م) . 
© احسب النساففين. 10 وى ل 

8 فك أن اشن 05 ور فاسان واخ 117 هوه 

© . أعط معادلة للمستوي (/17(). 
(. احسب بُعد 77 عن المستوي (217). 

© احسب حجم رباعي الوجوه 81217 . 

© ». أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم 7 المار بالنقطة 7 عمودياً على المستوي (801). 
(. احسب إحداثيات النقطة '7 نقطة تقاطع المستقيم 4 والمستوي (2871). 
». جد بطرائق مختلفة بُعد النقطة 7. عن المستوي (2871). 

في. معلم متجاس (0:7,7,7) نتأمل الهرم 8-0480 حيث 04-7 و ود 08-17 
و[ - 00 و8 - 05. وليكن + عدداً يحقّق 1 >+ > 0. نهدف إلى تعيين مقطع الهرم 
بالمستوي < الذي معادلته + = ن + ٠»‏ وتعيين قيمة + التي تجعل مساحة المقطع أعظمية. 
© 4. يقطع المستوي 27 المستقيمات (04) و(00) و(50) و(58) و(54) في 2 و٤‏ 

و ۴ و © و 1 بالترتيب. ارسم شكلاً وبيّن طبيعة هذا المقطع. 
0. أثبت أنَّ الرباعي 7877 مستطيلء وعبّر عن مساحته بدلالة 4. 
». احسب إحداثيات النقطة ©» ثُمّ مساحة المثلث 7677 بدلالة /. 
. استنتج عبارة (4)4 مساحة المقطع المنشود بدلالة .٤‏ 
© ادرس اطراد ۸ على المجال ]0,1[» واستنتج قيمة + التي تجعل مساحة المقطع أعظمية. 
© استنتج أنّ المستوي المار بمركز تقل المثلث 04٥0‏ ويقبل 4٥‏ و 05 شعاعي توجيه يوافق 
مقطعاً أعظمي المساحة. 








الأعداد العقدية 


€ جموعة ال عداد العقدىة 

3 الشكل ا مني لعدد عمدي 

9©© خواص طوبلة عدد عفدي ونراوبته 

€ اشك )ل سي لعدد عدي 

© المعادلة من الد.مرجة الثانيةذات الأمثال الحفيقية 





في القرن السادس عشرء استطاع رياضيّاتيو عصر النهضة في أوروبا مثل 
اه Cardano‏ و بومبلي bei‏ Bomء‏ لأوّل مرة حل معادلات من الدرجة 
الثالثة والدرجة الرابعة. ولكن لتعيين 0 حفيفيّة 0 هذه المعادلات» كانوا 
شيلو أعدادا غريية لست 6الأعداد هكذا برهن بومبل انه بالإمكان 
كتابة الحل 4 = ت للمعادلة 1524-4 - 7 ل الآتية 


4 - 21-151+ 151-/-12 
موتا بذلك أله يمكن التعبير عن الأعداد الحقيقية بصيغ تخيّلية. 
كنت غيلية ألغن الود لجذر التربيعي لعدد سالب عملا پت بتطلب الجرأة! کف هذا 
الإقدام بنتائم إيجابية» مما جل الاس اك فة سال هذا فاد اة 


وفي منتصف القرن الثامن عشر اقترح أويلر م1:16 استبدال الرمز 8 
بالكتابة 1-/:., فصار 1- = 42, وبين دالمبير أنّ جميع الأعداد التخيلية التي 
جرى اختراعها (والتي أسماها غاوس 641558 الأعداد العقدية) تكتب بالشكل 
031-60 حيث 01( و6 عددان حفيقيان. 











ادغو داكي 


ےھ انطلاقۂ نشطۂ 

لنتأمّل معلماً متجانساً (0:7,7) في المستوي. إذا كانت 14 نقطة 
مختلفة عن 0 أمكننا تعيين موقع /1 بواسطة بُعد 14 عن 0: 
4 = ” والزاوية (/2,01) = 0. في حالة نقطة 1 مختلفة عن 0 
نسمي الزوج )٣,0(‏ الذي يحقق 014 = + و (2,011) = 0 زوجاً من 
الإحداثيات القطبية للنقطة 17. ونعبّر عن ذلك بالكتابة (1/):0. وإذا 
كانت الإحداثيات الديكارتية للنقطة 714 هي (#,نه) كان: 

Ra, zu = "6050, y = rsin0‏ کا 

لن نستعرض إنشاءً دقيقاً من وجهة نظر الرياضيات لمجموعة الأعداد العقدية التي يرمز إليها عادة 
بالرمز ©. ولكننا سنعتمد مقاربة قريبة من مُقاربة غاوس الذي كتب في رسالة تعود إلى عام 1811 ما 
يأتي : مثلما يمكننا تمثيل مجموعة الأعداد الحقيقية بواسطة خط مستقيم...» كذلك يمكننا أن نتخيل 
الأعداد الحقيقية والتخيلية ممثلة بواسطة مستو حيث توافق كل نقطة محدّدة بفاصلتها 0 وترتيبها 0 
العدد العقدي 17 + ٠...»‏ ويقترن اسم الرياضياتي السويسري آرغان 0وع:3. الذي عاش في الفترة 
1768-2 بهذا التمثيل للأعداد العقدية. 





© التمثيل 
نتأمّل معلماً متجانساً (0:07,07). نقبل أنّ محور الفواصل يمثل 
مجموعة الأعداد الحقيقية 218 وعليه يُمتّل العدد الحقيقي x‏ بالنقطة 
(2)::0. ونصطلح أنّ كل نقطة أخرى في المستوي هي أيضاً عد 
ولكنه ليس عدداً حقيقياً معتاداً بل عددٌ عقدي. 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0 





© نصطلح أنّ النقطة (7)0,1. تمتل العدد العقدي الذي يُرمز إليه بالرمز 4. وأنّ النقطة (27)0,7 تمثّل 
العدد رة (أو و ×) لاحظ أن 707 = 037. 
« وضع النقاط 27 وو وو التي تمثل الأعداد 3 ح هع و10 = وين و(1-)<1 = ون 
ثُمّ اكتب إحداثيات كل منها. 
#اما هي الأعداد التي تمثلها النقاط (277)0,5 و (2-,277)0؟ 


a 


© نصطلح أنّ النقطة (11)0,5 تمثّل العدد العقدي 17 + 4» الذي هو مجموع العدد الحقيقي © والعدد 
العقدي «1. لاحظ أنّ 007+ 001 = /01. 
"ا وضع النقاط ,11 و ر11 و1 التي تمثل الأعداد 
243 ح نم و14 + 1- = رم و(2-)<:2 + 5 = ,2 
كُمَ اكتب إحداثيات كل منها. 
# ما هي الأعداد العقدية التي تمثلها النقاط (14,)04,2 و (3.2,4-)7//؟ 





1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
0 


9 الخلاصة : تمتّل كل نقطة (3/)0,3 العدد العقدي 0 + ». ويمتّل كل عدد عقدي 
+ ۾ = ع بنقطة 1 إحدائياتها (ط,ه). 


© الحساب باستعمال هذه الأعداد الجديدة 


تجري الحسابات على الأعداد العقدية بأسلوب الأعداد الحقيقية ذاته مع إضافة واحدة هي أنّنا عند 
حساب 12 نضع 1-. فمثلاً 
8-14 = (3 - 5( + 2 + 3( 
67 - 1041 + 91 - 15 = (30 - 5) )20 + 3( 
(1-) × 4-6 +15 = 
¡ + 21 = 





# احسب المقادير الآنية : 


B = ) 27+ 7i) - )4- 31, 4 = )-2 + 78 + )4 - 34( 
D = (3 + 4i)(3 - 40), € = )-2 + 7)4 - 30( 
: لا احسب أيضاً‎ 
عدر‎ 1-7 A = 213 + 44( 


D = )1+ 31, م‎ - 8 


9 احسب بوجه عام ( + 'ه)(65: + ه) حيث ۾ و'أهوة و6 هي أعداد حقيقية. 








© مجموعة الأعداد العقدية 


نتأمّل معلماً متجانساً (0:01,07) في المستوي. 


1. الشكل الجبري للعدد العقدى 


نصطلح أنّ كل نقطة من المستوي تمثّل عدداًء نسميه عدداً عقدياء 
واحداً فقط. تمتّل النقطة (7)0,1 العدد العقدي الذي يُرمز إليه 4» وكل 
نقطة (11)0,5 تمثّل العدد العقدي 0 + ۾ = 2ء وعندها نقول إِنّ النقطة 
4 هي صورة العدد العقدي 2. نرمز إلى مجموعة الأعداد العقدية 
بالرمز ©2. 





كل عدد حقيقي 2 هو أيضاً عدد عقدي لأنّ 4+0 = بمء ويسمى كل عدد عقدي من النمط 
(حيث 0 عددٌ حقيقي) عدداً تخيلياً بحتاً. وهكذا يمتّل محور الفواصل مجموعة الأعداد الحقيقيةء 
ويمثل محور التراتيب مجموعة الأعداد التخيّليّة البحتة. 


© ری 1 


تسمّى الكتابة 7+ + ه = م حيث ٠‏ و5 عددان حقيقيّان» الشكل الجبري للعدد العقدي م2. 


نسمي » الجزء الحقيقي للعدد العقدي 2 ونكتب (26)2 = 0. 
ونسمي 5 الجزء التخيلي للعدد العقدي 2 ونكتب (z)ص]‏ = 56. 


إن 


القول إِنْ 2 حقيقيٌ يعني أنّ 0 = (2)ص!. 

والقول إِنّ 2 تخيّليٌ بحت يعني أن 0 = (10)2. 

نسمّي طويلة العدد العقدي 2 المقدار 52 + ١/42‏ -|2| وهو يمثل الطول 014 بُعد النقطة 
(14)0,5 عن المبدأ 0. 

وأخيراً يتساوى عددان عقديان إذا مثّلا النقطة ذاتها في المستوي أي '0: + أي = 0ة + ى إذا 
وفقط إذا كان ”7م = ۾ و = (). 


1.. قواعد الحسابٍفى © 


نصطلح أنّ 1- ح 2 = 1× 1. 


* نزوّد مجموعة الأعداد العقدية © بعمليتين : الجمع والضربء لهما خواص العمليات الممائلة 


في ۰R‏ فقط نستبدل 1- بالمقدار i x‏ = 2 عند ظهوره في الحسابات. 


9 





" وعليه في حالة عددين عقديين 2 و2 يكتبان بالشكل الجبري كما يأتي + a‏ ددع 
و أ + أي = 7# لدينا 
a) + :)6 +55‏ + م) = (' 0¡ + 'م) + (5 + م) = نو + 2 
(a + ib)(a' + ib') = aa' - bb' + i(ab' + ba’)‏ = نوع 
استناداً إلى قواعد الحساب المشار إليها أعلاه» في حالة عددين حقيقيين » و ( يكون 





(a + ib)(a — ib) = a” - iab + iab - 13502 = 5م‎ + 7 


9 من المفيد ملاحظة أنّ 


Im(z + z2") = Im(e) + Im(e') و‎ Re(cz + z2') = Re(z) + Re(z’) 


ولكن من الخطأ الاعتقاد أنّ الجزء الحقيقي لجداء ضرب يساوي جداء ضرب الجزأين الحقيقيين مثلاً كما 
توضح ذلك قاعدة الضرب. 


وص 


و 


3 


وص 


وم 


® 


مالشرط لتكون الكتابة 15 + 0 شكلاً جبرباً لعدد عقدي ؟ 

يجب أن يكون © و 0 عددين حقيقيين. لأتهما في الحقيقة فاصلة وترتيب النقطة 14 التي يمثلها 
هذا العدد العقدي. 

لماذا نستعمل الرمز |2| للدلالة على طويلة العدد العقدي بم ؟ 

لأنّ هذا المفهوم يُعمّم مفهوم القيمة المطلقة لعدد حقيقيء فكل عدد حقيقي + يُكتب بالشكل 
0 + ۾ = 4» ومن ثم تكون طويلته 62/د: وهي كما نعلم تساوي القيمة المطلقة للعدد ©. 
إذن القيمة المطلقة لعدد حقيقي تساوي طويلته إذا نظرنا إليه بصفته عدداً عقدياً. 

ما عكس عدد عقدي ؟ 

إِنْ عكس العدد العقدي 0+5 z=‏ هو «- هم = هي لأنّ 0 = (5- م) + (15 + هم). 
وهندسياً النقطة '/1 الموافقة للعدد ء- هي نظيرة النقطة 1/7 (الموافقة للعدد 2) بالنسبة إلى 





المبدأ 0. 
ما مقلوب عدد عقدي غير معدوم ؟ 
إنّ مقلوب العدد العقدي 15 + م = 2 حيث 0 ع 2 هو العدد = > ولكنّ هذا العند ليس 


ترجو اكل اللضرس الماليق للك ترت الفط اقام ماه ته سكن من 
الخاصّة التي رأينا ها سابقاً : 02 + 2ه = (40 - »)(0 + 0). لنجد 


1 a —ib a م‎ 








بنتتح بدن = = 
عل ي ٠‏ و ن ` معن ثم 2 


2 


الا سب نيه 


نضع 21 + 3 = رم و2-1 = ره. اكتب بالشكل الجبري كلا من الأعداد العقدية الآتية: 


1 1 
و2 + رت و و22 وس وس. 


2 1 


* نلاحظ أولاً أنّ ¡ + 5 = (4 - 2) + (2 + 3) = ,م + ب2 . 


وكذلك 1+ 8 = 2 - 4 + 31 - 6 = ( - 21()2 + 3) = ومن . 


" العدد عقدي ,2 غير معدوم إذن له مقلوب ولدينا 
33ے ۳ےا 
15 15 9+4 3% 


» ونجد بالمثل أنّ 
eT‏ 1 _ 1 
5 5 5 2-1 وه 
چک ندري 


© ليكن ‏ عدداً عقدياً تمثله نقطة 1 في المستوي. وليكن /ه + 2 ح ,م 
و41 + 1 + 3 = وم. اكتب 2 فوة بالشكل الجبري في حالة 4 = M1‏ أو 
8 = 11 أو © = 14. حيث 4 و 8 و © مبينة في الشكل المجاور. 


© في حالة عدد عقدي م نضع (61- 4) + 5(2 - 4) - 222 
من ()2 و (2-)۶ و (20 - ۶)3 . 
© بسط العبارتين: 




















و ول وول 
0 + دع وا © 1+25)- 
2-i Na+‏ `" 
© أعط الشكل الجبري للأعداد العقدية الآتية: 
0 (20)3-22 + 2) = به © 7 + 1) = 
2i) © = ©‏ - 1+21 = 
N5) ©‏ - 5()8/ +3) = © 302 - 4( 
3 اك © 1 5 
21 + 3 2-7 
9 ل اط 5 © E‏ حت - 
3i || 3 + 7 3+1 3-27‏ - 2 


4 


















































© مرافق عدد عقدى 
و 


7 تعریدہ 2 


إنْ مرافق العدد العقدي 15 + م دج حيث ى و5 حقيقيان» هو (0-+م)/1ب e‏ 





العدد العقدي 47 الذي نرمز إليه 7. 
لكل أن الف 3/7 امرف شه لقي ودود بحي 0 
0" كا 


نظيرة النقطة /1 الموافقة للعدد العقدي 17 + ى = 2 بالنسبة إلى 
محور الفواصل. ونلاحظ أنّ |7| = |2| لأنّ '014 = 011. 
فمثلاً في حالة ¡ + 1= ر2 و3 = رع و:2- = وع لدينا ¡- 1= 7 و3 = ر7 و20 = ,2. 


2 ناج مباشرة 
" إنّ مرافق العدد العقدي 7 هو العدد العقدي z‏ ذاته م = (7). 
= إذا كان 0 + ۾ = 2 وه و5 عددان حقيقيان كان 20 = 2 + 2 و20 = 2-7 إذن 


ا 2 حبر 
Re(z) =‏ و = Im(z)‏ 


نستنتج مما سبق أنّ العدد العقدي 2 يكون حقيقياً إذا وفقط إذا كان + = 7»› وأنّه يكون 








تخيلياً بحتاً إذا وفقط إذا كان - = 7. 
« وأخيراً لأن 2| = ف + ه = (5: - ه)(15 + م) = جه استتتجنا العلاقة الأساسية: 


© مبرهنة 1 


© إِنَ مرافق مجموع عددين عقديين يساوي مجموع مرافقيهما : 7 + 2 = س + م. 


27 = || 


© إِنَ مرافق جداء عددين عقديين يساوي جداء مرافقيهما : 2u = F XÛ‏ . 


.w عد‎ 0 > 


8 
| 
El | ا«‎ 


© إِنْ مرافق خارج قسمة عددين عقديين يساوي خارج قسمة مرافقيهما : 


الإثباءهم 
© لنفترض أن + ۾ = z‏ و10 c+‏ = س عندئذ (0 + 16 لم ل من ع z+w‏ ومن ثَمَ 





0 + # = 10 ىن + z+w=a+c—ib +d) = a—ib‏ 
ونترك للقارئ إثبات صحة الخاصتين © و © بالمثل. 


a 





ملاحظة : يمكن تعميم الخواص السابقة دون عناء على مجموع 7 عدداً عقدياً أو جداء ضرب n‏ 
عدداً عقدياً. وبوجه خاص لديناء في حالة عدد طبيعي غير معدوم 7: 
"(2) = ر”م) 





وص ما الفائدة من استعمال مرافق عدد عقدي ؟ 


* إِنّه يفيد في حساب الشكل الجبري لخارج قسمة بسبب كون العدد 22 عدداً حقيقياً. 
" ويفيد في إعطاء شرط لازم وكافب ليكون عددٌ عقدي ما حقيقياً أو تخيلياً بحتاً. 
حساب الشكل الجبري لخارج قسمة 
اكتب بالشكل الجبري كلا من الأعداد العقدية الآتية: 
2-17 1 1 








کڪ چ = و2 
وو 1 35 وين ووو اه 


9 لحساب الشكل الجبري لخارج قسمة نضرب كلا من البسط والمقام بمرافق المقام. 


" لما كان مرافق :2 + 3 يساوي :2 - 3 استنتجنا أنّ 
1-7 ”تح _ 2-03-27 ر 
13 13 9+4 )(3+20)3-2 ' 
" وكذلك في الحالة الثانية : 





ك3 0-6 
+ 3-208) -07+20/ ° 
83 1 3+1 4-2 3+1 2-12 _ 


= ڪ‎ 7 
ARN 8+1 1 10 10 10 


© اكتب بدلالة 7 مرافق كل من الأعداد العقدية 7 الآتية: 


2 1 

0 لسر واس بو SL‏ 
22-67 

© ;3 -1+ 2+ ةم دج © 242(3 + 1) = 7 


© حل كلا من المعادلات الآتية بالمجهول. + : 
0 2= 22 عر © 38+31 = 7+ 212 
2-1 


2+1 


1 © 27z =i—-1 © 





2 








© ]| للا 5] |1 لز ١‏ د3 للا 5 
في هذه الفقرة وقي الفقرات اللاحقة نزود المستوي يمعلم متجائس (0:2,2)+ حيث 2 - 01 
وك 
سنقرن بكل نقطة (14)8,5 العدد العقدي z‏ = 0 + ه. ولكن إذا كانت 1 
SE NGC ODS‏ 


M(2) 





.0 = )01,0M( و‎ r = 0M = Va + 2 


5 ذا إذن أنّ 6و0 r‏ کڪ و rsin(‏ کڪ 26 ومن ثَمّ 


© تعريوم 3 


لیکن م عدداً عقدياً غير معدوم» + ۾ = 2 حيث ه و 0 عددان حقيقيان أحدهما على الأقل 


z = r(cosO + isin0) 


غير معدوم. 
5" نسمي زاوية للعدد العقدي 2» ونرمزها عدء أي قياس بالراديان للزاوية (/01,01). 
2 نسمّي الصيغة (6 sin‏ + 7)0056 = :2 الشكل المثلثي للعدد العقدي 2 حيث 


47 ج 
9 3 


انطلاقاً من (0 ۸ز + ٣)٥0‏ = 2 نلاحظ أن 
r(cos(-0) + isin(-0))‏ = (0طزو1 - r(cosO0‏ = جع 
isin(O0 + 7))‏ + زم + r(-cosO —isin0) = r(cos(0‏ = ع 


"arg = 0 Or) و‎ r =|z| 





إذن 


في حالة عدد عقدي 2 شكله الجبري 17+ ۾ وشكله المثلثي (0 .وة + 56وم)7: 
" عند معرفة 7 و 0 يكون 72050 -ع 0 و 10ئ٣‏ ع (0. 


ل عند معرفة ۾ و ۵ يكون 5 + دمل دإاع| - م و 6 هي معرّفة بالشرطين 


.argl-z2) =7 +argz او‎ algZz = - 


0 a 
ون وح = 1زم‎ = = 
r r 


! تذگر أن الكتابة (27) م = 0 تعني أنّ 27۸ + م = 6 حيث م عددمن 7. 


- 











٤ 1 1 1 

= إذا كان 1-1 = ع كان 2ل دم ج = #6ومن و ل - = 0 «آء. إذن يمكن أن نختا 
0 0 5 

i sin ( 7 (‏ | 2 )قمه ) ولح ير 


4 


ت 


a‏ = 0 زاوية للعدد العقدي 2. إذن 


5 إذا كان (زعة)مزة؛ + زعة)ومه)2 = م كان 1+ 3/م = 2. 


6 
3 23 0 


إذا تساوى العددان (0 مزو: + ٣)٥0‏ = 2 و (0 مزوة + '7")0056 = 20 وهما مكتوبان بذ 
المثلثي كان ”7 = ۲ و (0)27 = 0» لماذا؟ 


ور ما فائدة الشكل المثلني لعدد عقدي؟ 
# تفيد هذه الصيغة بتوضيح الصلة مع المعنى الهندسي للعدد العقدي» عن طريق تفسير الطويلة 
بدلالة البُعد عن المبدأ والزاوية باعتبارها قياساً لزاوية موجهة بين أشعة. 
8 وهي كما سنرى مفيدة في إيجاد طريقة فعّالة جداً لحساب جداء ضرب الأعداد العقدية» وقواها. 
وص متى لا تمتّل الكتابة (© زوة + 56و0ع)”7 = z‏ دوماً شكلاً مثلنياً لعدد عقدي؟ 
8 عندما لا يتحقّق الشرط 0 < م7. فمثلاً في حالة (0 ذه + -2)c080‏ = 2 نكتب 
r) + isin(O0 + 7))‏ + 6)ومع)2 = isin0)‏ - 6ومع-)2 = ع 
فنستنتج أنّ 2|=2| argz = 0+7 Or) g‏ 
و ما الخواص التي تجب معرفتها بشأن زاوية عدد عقدي؟ 
في حالة عدد عقدي غير معدوم 2 : 
# يكون 2 حقيقياً إذا وفقط إذا كان (27) 0 = مهمه أو (27) 7 = معنة. 
8 يكون ٭ تخيلياً بحتأ إذا وفقط إذا كان (27) © = مهمه أو (27) 5- = مهننة. 


9 ولدينا دوماً (27) دعنة- = 2187 و (27) 7 + .arg)-2( = arz‏ 











الانتقال من الشكل الجبري إلى الشكل المثلثي وبالعكس 


© ليكن 1+ 3/ = رع . أعط الشكل المثلثي للعدد 2 . 
© ليكن رع العدد العقدي الذي طويلته 3 وزاويته > -. أعط الشكل الجبري للعدد ر . 


© للعدد , الشكل 140+ حيث 3/ = »م و 1= (. إذن 2= ”0+ هل = م» الزاوية 0 تتعين 
بالشرطين قلا - ووم وخ = لله إذن (7٤م)‏ 7 + ^ = 0. ومنه )7 2(cos7 + isin‏ = رم . 


هذ تدر 


© مثل الأعداد الآتية في المستوي العقدي» ثُمَ أعط زاوية لكل منها انطلاقاً من اعتبارات هندسية 


. )وم )3 = ر2‎ 7 ( 1 û sin ( 


ودون إجراء حسابات. 
û, 5, -3, 31,4 ¬ 41, -51,3 + 3‏ - 1- ,1 + 1 
© اكتب بالشكل المثلثي كلا من الأعداد العقدية الآتية: 
0 9 + ولح د به © 8 + 2 = ر2 
© :4 -4 ديع © 2 = يم 
4 4 وا 
© في الشكل المجاور متنا في معلم متجانس مربَّعاً 4807 ومسدساً 48017277 . أعط الأعداد 


العقدية التي تمثل كلاً من رؤوس كل منهما. 


© 





26 








© في كل من الحالات الآتية» عيّن مجموعة النقاط 17 التي يحقق العدد العقدي 2 الذي يمثلها 
الشرط المعطى: 
T‏ 27 
arg 2 3 arg 2 3‏ 


2| = 3 © argz = ,ع‎ © 
Im(z) =1 O Re(z) = -2 © 


2 








خواص طويلةم عدد عقدي وزاوینہ 


4 . طوبلة وزاوبة جداء ضرب أعداد عقدية 


© مبرهنة 4 


يا كان العددان العقديان غير المعدومين 2 و “2 كان 
=|z|x|2|‏ |2| و )27( arg(zz2') = argz + arg z'‏ 
الإثباءهم 
لنفترض أنّ (0 صنو1 + 0ومه)” = 2 و ('0 ۸ة + '056»)", = 'م حيث 
=|z' |g 0= argz gr = |2|‏ م =argz'g‏ '0 


r(cosO + isin 0) x r'(cos0' + isin 0) 
rr' ( ) وم‎ 0 cos 0' - sin Osin 0°) + i(cosO sin 0' + sin 6 9 00 
> rr' ) 0س‎ + 07 + isin(@ + 00) 


ولان 0 < ”مم استنتجنا أنّ fr‏ حت |22| وأنّ 0+0 - arg)22(‏ . 


ZXZ 


لیکن 2(cos(Z) + isin (Z))‏ دع و))Z-( 3(cos(-Z) + isin‏ = اے. عندئذ 


ومنه isin (-Z))‏ + زع - )وم )6 ح ابووز. 


ونثبت بالتدريج على العدد ‏ النتيجة المهمة الآتية: 


أياً كان العدد العقدي غير المعدوم 2» وأياً كان العدد الطبيعي 7 كان 
"ا2| -|"”2| و )27( arg(2") = nargz‏ 
وبصياغة أخرى» عند وضع (15120 + 7)0056 = ٠2‏ نجد 
isin n0)‏ + 0م ) (r(cos0 + isin 0)) 0 r"‏ 
أمّا الحالة الخاصة الموافقة لعدد عقدي طويلته تساوي 1 أي 1 = + فتعطينا 


دستور دومواقر : ۸80 1ة + 20570 = ")0 (cos@ + isin‏ 


ا 





يا كان العددان العقديان غير المعدومين 2 و “2 كان 














ا = و )27 argz'‏ ع arg = argz2‏ 
|12 
1 1 1 1 5 
وبوجه خاص د = | و (27) س عآاھ- = | عاج فى حالة 0 عد س. 
لنضع ب - س فيكون س = 2ء ومن نم |2| × |ص| = إع| و (27) "مومه + عه = 2ع:ه» ومنه 
2 
النتيجة المرجؤة. 








لیکن ))2( isin‏ + زعة أومهء)4 = ه isin(-Z))g‏ + [>-)وم)2 = ا2ے . عندئذ 
8 كاه es‏ 
SS 3/2 3‏ وا كانت 
ومنه نه isin (g))‏ + )سمي - 


۶ ما هي قواعد حساب الطويلة ؟ 
تذكّر أن طويلة جداء ضرب عددين عقديين تساوي جداء ضرب الطويلتين» وطويلة خارج قسمتهما 
هي خارج قسمة الطويلتين. 
ولكن عموماً طويلة مجموع عددين عقديين لا تساوي مجموع (ء+)"/ 
الطوواقيةةة امل قاذ مادام و0عدم عندئذ 0ح|ه + م| 
و0 <|'2|+|2اء ولكن لدينا متراجحة المثلث |'ء| + || > |'ء + | 
المبينة في الشكل المجاور '011 + 01/1 > "011 . 


أعط الشكل الجبري لكل من العددين : :(3/. -1) = م و كل _- 





9 عند حساب القوى يُفضّل استعمال التمثيل المثلثي. 
2 





© لنضع 0/3 -1 = 'ء» نلاحظ أنّ 2 =|'ء| و2- = “#هبدهء إذن 
((2-)سهة + )2(0 = 2 
نستنتج من ذلك أنّ 
((عش-)صفدة + (عة- )عد ) 27 = تي ام 
(cos(Z ) + isin(Z)) = 16 + 163i‏ 2° = 


© هنا أيضاً نلاحظ أنّ +i = /2(cos(2 ) + isin(Z))‏ 1 ومنه 
isin (4)) = —4‏ + زع د )ووه ) (N2)‏ = 4( + 1) 
وكذلك ))2( +i = 2(cos(Z) + isin‏ ول ومنه 
86 = ([ع)سنة: + ) م ) 3 = 4(3 + 3/ل) 


© اكتب بالشكل المثلثي كلا من الأعداد. 


1 5 
0 77 -1) دع © 1-3 در © نقد 
1+7 1 





© نعطى العددين العقديين و 


© اكتب بالشكل المثلثي كلاً من الأعداد ,هم ويه ول. 


و2 


© اكتب بالشكل الجبري 3 
2 
N2‏ + 6ل 7 9 6ل. T‏ 


© استنت أ = = [5. 
سل ے4 و8 42 يړ 1o‏ 
© اكتب بالشكل المثلثي العدد العقدي 2/3 + 1 واستنتج الشكل المثلثي للعدد 40/3 -1» وأخيراً 
احسب العددين: 


© 3(5لن- )+ (3لن +0 = N3 © z‏ -1)- 3(5 + 1 = ره 
© اكتب بالشكل المثلثي كلا من الأعداد العقدية الآتية 


= (sin + icos2) © # = 2هومه)‎ + isin) 0 
2 = )1 + 16 © 2 = )1 + i)(cosZ + isin) © 











© الشكل الأسي لعدد عقدى 
5 حالة عدد عدي طويلته تساوي الواحد 


يُكتب كل عدد عقدي طويلته تساوي الواحد بالصيغة 26<زذه: + 0ءه»ء» وبالعكس طويلة كل عدد من هذا 
الشكل تساوي 1. نرمز عادة إلى مجموعة الأعداد العقدية التي تساوي طويلتها الواحد بالرمز [1. أي 
U={zeC:|2|=1} = {cos0 + isin0: 0 € R}‏ 
يجعلنا هذا نفكّر بالتابع (0)£ د 0 : £ الذي يقرن بكل عدد حقيقي 0 العدد 0 دزو + 054» = (0)£ 
من [1. يُحقق التابع £ الخاصة المهمة الآتية : 
500٠١ 5)65(‏ = )0 + م)ع 
في الحقيقة 


4 


isin 67‏ + '6ومء) (0 صذو1 + ١ £(0') = (cosO‏ (5)0 
sin 0’)‏ 0 ومء + '0 ومء 0 sin 0 sin 0) + i(sin‏ — '0 وم 60وم0ع) = 
cos(@ + 0') + isin(0 + 65‏ = 
86+67 = 
وعليه نرى أنّ التابع £ يؤدي دوراً يشبه دور التابع الأسّيء فهو يحوّل المجموع إلى جداء ضرب» ومنه 
جاءت فكرة وضع الرمز الجديد “© دلالة على (0)£ ومنه التعريف الآتي: 


يرمز إلى العدد العقدي الذي طويلته تساوي الواحد وزاويته تساوي 0 بالرمز 6 فيكون 


e — cos0 + isin| 


وعلى وجه الخصوص لدينا 1- = م وز = 2أع. 
@ مغز 
لما كان 0 × - 0 صار هناك تعريفان للعدد 9م تحقّق أتهما متفقان. 
5 الخالة العامة 
يُكتب كل عدد عقدي غير معدوم 2 بالصيغة (0دذه؛ + 0050) || = 2» واستناداً إلى ما سبق يُكتب 
هذا العدد بالشكل 7 |2| = 2 . ومنه التعريف الآتي : 


© تعريوم 5 


الشكل الأسّي لعدد عقدي غير معدوم > زاويته 0 هو الصيغة =|z| e‏ 2. 


5- 





وبالاستفادة مما أثبتناه في الفقرة السابقة المتعلقة بالتمثيل المثلثي نجد : 


في حالة عددين موجبين تماماً 7 و ”7 وعددين حقيقيّين 0 و '0 لدينا 





i0 
re r امم‎ 57 . / 
الوح كد‎ © re نامر — لأى ار هر‎ © 
/ 0ر‎ / 
re 1 
7 5 : 0 
re = re 60,م = م) جه‎ = 0')202( © re — re © 


ونترك للقارئ إثبات النتيجة المهمة ولكن بسيطة الإثبات الآتية: 


© یی 


© دستور دوموافر: أياً كان العدد الحقيقي 6 والعدد الصحيح « كان 
فى - ا و 
© علاقتا أويلر: أياً كان العدد الحقيقي 6 كان 


0م _- م 5 0م + م 
= وزو أو س = ومع 
2i‏ 2 


الانتقال من الشكل الجبري إلى الأسني وبالعكس 
© وضّع النقاط ,11 و ,31 و و14 صور الأعداد 26 = ,م و أ3 ديه و 36ہ رد 
ثْمّ عيّن الشكل الجبري لكل من هذه الأعداد العقدية. 
© وبالعكس» اكتب بالشكل الأسي الأعداد العقدية التي تمثل 
النقاط /11 و إ1 و 114 المرسومة في الشكل. 





© احسب المقادير ر <ا به ول و (وء) بالشكل الأسي. 
5 1 


2 
© نعرف طويلة وزاوية كل من هذه الأعداد. فمثلاً لتعيين ,11 
نرسم نصف المستقيم (04] الذي يصنع زاوية قدرها > مع [0. ثُمَ 
نعين عليه ,14 بحيث 2 = ,011 . ونعين بالمثل 112 و و11 . 
ونحسب 9 + ول = به و41 = ره و31 قلا = وے. 
© وت بقرافة الشكل 



































3r 


96 - / أ ل / 0 f‏ 
6 = بم و "€ = وت و 2/26 = 2 . 


2 





















































© ونجد أخيراً باستعمال قواعد حساب القوى 


u 0‏ = ا x‏ 2 = و2 
° لك .ا ی 
3 0/2 2 


© = عزوت )7 (N 3)(e‏ س 


تعيين الشكل الأسي لعدد عقدي 
ليكن 0 عدداً من المجال ]2,2 -[. أعط الشكل الأسي للعدد العقدي "م +1 = . 
تلاح أن 
(50م» #0صنة 1)2 + 20و20 = 20 cos20 + isin‏ + 1 داع 
isin 0) = (2cos0)e“‏ + 0 ]20050 - 
ولكن 0 < 0086 في حالة 0 من ]2,2 -[. إذن الشكل الأسي المطلوب هو (20090) = 2. 


ور 
0 نض : 003 حابم و */” 3e‏ = وم و e7/3‏ ول = وے. جد الشكل الاسي للاعداد الآتية 
27 2 
2 4 3 1 
0 و2 وو6وترت ر2 و“ :60ت 
2 1 


© اكتب بالشكل الأسي كلآ من الأعداد العقدية الآتية: 
0 :6 20/3 عو © N3”‏ + 1( در 
© 2)14 -1) = وم © 2 1ك ره 


RR 








6 =„ © :“روانم = 2 
1+7 
۸\5 
0 ۾ 8+20 ر„ 
3+1 “بحل 
© 1-4 = وه 00 2010013 حت 210 
خُ 1 
Z = -)1- e”/ © |Z|=1 ©‏ 
35 عقا 
© = = م منج 0 12 Z7 =e‏ 
12 





© المعادلة من الدرجة الثاني ذات الأمثال الحقيقية 


نذكّر أنّ المعادلة من الدرجة الثانية ذات الأمثال الحقيقية هي كل معادلة من الشكل 
مجع 6ه بالنجيول > حي ۾ وة وغ اة أعذاد. حقيقية وله وحل هذه 
المعادلة في © هو إيجاد جميع الأعداد العقدية س التي تحقّق 0 = + سط + ”سه» نسمي س حلاً 
للمعادلة أو جذراً لها. سنبرهن أنّ لهذه المعادلة عموماً حلّين في © يمكن أن يكونا منطبقين. 

لحل هذه المعادلة نعمد كما في حالة R‏ إلى تحليل م + 2ط + 22م إلى جداء ضرب عاملين» 
ولهذا الهدف نسعى إلى كتابته بالشكل القانوني متذكّرين أنّ قواعد الحساب في © هي نفسها قواعد 
الحساب في ۸ . فإذا وضعنا كما جرت العادة 44 - ”م = ۸ أمكننا أن نكتب 


A‏ 1م ممه - 82 15م 
س ماعن | انم حت اداه 
ولأنّ 0 عد ى استنتجنا أنّ حل المعادلة 0 = م + عط + 022 يؤول إلى حل 


2 
ء٣ا‎ e 


2a) 40 


az + bz + ce = 6 











حيث نسمي العدد ۸ مُميّز المعادلة. 
© إذا كان 0 < ۸ فنحن نعلم أنّ للمعادلة حلّين حققيين وحلين فقطء ولأنَ ۸ محتواة في © استنتجنا 
أنّ للمعادلة في © حلين هما 

ھل دا +ه _ 


= ے2 


2 
2 20 0 20 


اه إذاكان #صك االمعايلة حل وعد تفط هن = ده نسميه جذر مضاعف. 
dı‏ 
© إذا كان 0 > ك نستفيذ من المساواة 6-۸7۶ = ۸ لتكثب 
NEA‏ حي د 0 Î A‏ 
كت و وا اک کد وو ا کے ب و 
20 2 20 20 4 


20 0 


إذن في هذه الحالة يكون للمعادلة 0 = م + 2ط + 022 عقديين مترافقين هما 


هلخ - فر هلم هر 


20 2-8 20 : 
لحل المعادلة 0 = 34 + 62 + 22 نلاحظ هنا أنّ 1 - م و6  -‏ و34 = »م. بحساب المميز 
نجد 0 > 100- = 4 - 32 = اء إذن للمعادلة حلان عقديان: 


3-54 د گے ے و زو ہو ے گے د يه 


- 











2 ج 
0 3 ا 


بوجه عام إذا كان ,ع و ر2 جذري المعادلة 0 -م + 2ط + 022 حيث 0 ع ه فيمكن تفريق كثير 
الحدود من الدرجة الثانية م + 51 + 072 بالشكل 
(يه - 76)(ره - aX” + bX +c = aX‏ 
وهنا يمكن أن يكون ,2 ورت حقيقيين مختلفين (0 < 5) أو ره = ,2 (0 = 4) أوعقديين مترافقين 
(0 > ى). 


هذ تدر 


5 حل في © كلاً من جمل المعادلات الآتية با لمجهولين 2 و '2: 
3z + # = 5 +2‏ 
2 = اع + 2i2‏ 
iz =1‏ = 37 


© حل في © كلا من المعادلات الآتية: 


2 - 2)1 + 2(2 + 2)2 + 2( = 0 
(0 € R), 2z” -2(cos0)z +1 = 0 


27 -6z+5 =0 © 
2-5 +9 =0 © 
2 +2z+1=0 © 
22-22 +3 =0 © 
© 
© 


© جد عددين عقديين م و ي كي تقبل المعادلة 0 دو دوم + 22 العددين :2 +1 و 51 - 3 جذرين 
لها. 
© احسب جداء الضرب (5 + 22 + 3()22 - 22 + 22) تم حل في © المعادلة 


0 = 42-15 + 62 + 423 + اع 





"" يرتبط الشكل الجبري 145+ -2 حيث ه و5 حقيقيان» بالنقطة (1/)2 التي إحداتيتاها 
اكان 0030 ار ال هن رر ارا والمكون الخال الكت هى مر 
التراقيب: 
" ويرتبط الشكل المثلثي لعدد عقدي غير معدوم (0 اة + 56مه)/ = 2 بالإحداثيات القطبية. 
عندما (0 11وی + 0ومع)” = 5 + ۾ = 2 نجد 760580 = وموم 0 و a +b‏ = شن 
"" هندسياًء النقطة (11)7 هي نظيرة (3/)2 بالنسبة إلى المحور الحقيقي. ومرافق مجموع عددين 
عقديين» أو جداء ضربهما أو خارج قسمتهما هو مجموع مرافقي هذين العددين أو جداء ضرب 
راتا أو كارع فش راا 
بين العددين العقديين 2 و 7 لدينا العلاقات ]2| = ٠27‏ و(286)2 = 7 + 2 فهو إذن حقيقي» 
و(2112)2 = 7 - ۾ وهو إذن تخيلي بحت. 
لضرب أعداد عقدية غير معدومة نضرب طويلاتها ونجمع زواياهاء ولقسمة عددين عقديين غير 
معدومين نقسم الطويلتين ونطرح الزاويتين. 
" تجرى الحسابات في © مثلما في 1 مع 1- = 42. 
"" للمعادلة 0 دم + 62+ ”عه حيث ۾ و5 وه مع 0 عد ۾ دوماً جذران في © . وهما يحسبان 
كما في حالة 18 عندما 0 < ۸ أو 0= ۸. وعندما يكون 0 > ۸ نكتب (4-)2: - ۸ 
والجذزان هما : لاف فت ب بي 3 كا 
+ 
وي منعکسات يجب امتلاكها. 
"" فكّر باستعمال المرافق 7 عند البحث عن الشكل الجبري لخارج قسمة. 
" لإثبات أن م حقيقي يمكن استعمال واحدة من الخواص الآتية: 0 = ص1 أوء =7 أو 
arg Zz = 0‏ أو 7 = # عه في حالة 0 عداع. 
" لإثبات ُن ۾ تخيلي بحت يمكن استعمال واحدة من الخواص الآتية: 0 = م8 أوه د 7 أو 


> = موده أو 7- = عه في حالة 0 عدام. 


"" لا تستعمل المتراجحات بين أعداد عقدية. 





ع 
نشاط 1 كثيرات الحدود 


نعمّم مفهوم التابع الكثير الحدود ليصبح أي تابع 7 معرّف على © ويأخذ قيمه في © من 
الشكل: 
مه + a2‏ +--+ 0 + تارم جا ے 
حيث ,و,ره,...,ر_رره,رره هي أعداد عقدية» واذا كانت ہ۵ ,,۵,. © حقيقية قلنا إن ۶ ذو 


n? 


a, 1 

أمثال حقيقية. واذا كان 0 عد ره قلنا إنّ درجة 2 تساوي 7. نقبل صحة الخواص الآتية: 

* إذا كان 20 جذراً لكثير حدود م درجته 7 (أي 0 = (و2)٨)‏ وجد كثير حدود © درجته 7-1 
بحيث (ع)0(ه - )z‏ = ر(عاط. 

لكل كثير حدود 7 درجته 7» عدداً من الجذور يساوي 7 في © على أن نكرر كل جذر بقدر 


درجة مضاعفته. 
0 مثال على كثير حدود من الدرجة الغالغة 


نهدف إلى حل المعادلة 0 = 7+ 32+ ”32 - ثم () 

© عل وجوذ كير .حذود من الدريعة الثافية © قى ( 106 د" وو نووت قور 

© عيّن © ثُمّ حل المعادلة 0 = (0)2. 

© لتكن 4 و 8 و © نقاط المستوي التي تمثل حلول المعادلة (1) أثبت أن 480 مثلث متساوي 
الأضلاع. 


©6 مثال على كنير حدود من الدرجة الرابعة 


نهدف إلى حل المعادلة 0 = 63 + 182 2422 + 623 كم (2) 

© أثبت بوجه عام أنه إذا كانت أمثال 7 حقيقيةء وكان ,2 جذراً للمعادلة 0 = (7)2 كان ,< 
أيضاً جذراً للمعادلة 0 = (ع)ص. 

© تحقق أنّ 10/3 جذر للمعادلة (2). ماذا تستنتج بالاستفادة من ®؟ 

© استنتج وجود كثير حدود من الدرجة الثانية © يجعل المعادلة (2) تكتب 0 = (3(0)2 + ”ع). 

© حل المعادلة (2). لتكن 4 و 8 و © و( نقاط المستوي التي تمثل حلول المعادلة (2) أثبت 
أنّ هذه النقاط تقع على دائرة واحدة. عيّن مركزها ونصف قطرها. 


2 








0د 2 الجذور التربيعية لعدد عقدي 
تُعطى عدداً عقدياً غير الصفر 5: + ه = س ونهدف إلى حل المعادلة 0 = س - 22 (+). هناك 
أسلوبان ممكنان: 
# يمكن أن نكتب 267 = س ثم نبحث عن 76# = م تحقّق (4). تيقّن عندئذ أن ۸/ = ” وأنّ 
(7 5 = 0 أو (27) + + 2 = م إذن }20:20{ € ۾ حيث 7 4ت 3-7 


u‏ ويمكن أن ذد ننحث عن iy‏ + به ايع كل تحقق (*). وهنا علينا حل جملة المعادلتين غير ال لخطيتين: 
(1) مع شنو تج 
(2) = ريبنه2 
هنا يمكننا أيضاً أن نستفيد من المعادلة المُساعدة || =| التي تنتج مباشرة من (*×) وتعطي 
المعادلة (3) الآتية: 62 + م = ن + 2 . وهكذا نحل في 8 جملة المعادلتين (1) و (3) ثم نختار 
من مجموعة الحلول الناتجة تلك التي تحقّق المعادلة (2). 
© تعيين الجذور التربيعية للعدد 4 
© اكتب : بالشكل الأسي. © حل المعادلة ¡ = 2. 
© تعيين الجذور التربيعية للعدد 1+4 
© أثبت أنّ حل المعادلة ¡ + 1 = ”(رة + ») في . يؤول إلى تعيين ‏ ون تحققان 
1ع شن تج 
9 - 2ن + 2 
2y =1‏ 
© حل المعادلة ¡ + 1= 22. 
© حل المعادلة ¡ + 1 = 22 بأسلوب ثان» واستنتج النسب المثلثية للزاوية 2. 
@ 5 3 الأعداد العقدية والتوابع المثلثية 
عندما يكون 2 و 'ء عددين عقديين طويلة كل منهما تساوي الواحد وزاويتاهما © و 0 بالترتيب» 
تكون طويلة 'ء مساوية الواحد وزاويته م + ه. بكتابة 'ءے بطريقتين أثبت أنّ 
*: 05127 طزة - cos(a + b) = cosacosb‏ و 125و 0 ومء + 6058 0 sin(a + b) = sin‏ 
" ما العلاقات التي تستنتجها عند استبدال 7-- بالمقدار 5 ؟ استنتج أن 
1(cos(a + b) + cos(a — D)), sin asin b = 1(cos(a — b) - cos(a + 0)‏ 
sin a cosb = 1(sin(a + 0b) + sin(a -b(), cosasinb = 1(sin(a + b) - sin(a -0((‏ 
" ما العلاقات التي تستنتجها عند تعويض م = 60+65 وو=(0-ه؟ 
" استفد مما سبق لتحل في ۸ المعادلة المثلثية : 22 زه + +6 «زي = :و5 ومه - :ه3 وم» . 


cos a زوم‎ = 





کی و هد دن 


@ کن التاط 4 وم Cg‏ و2 نقاطاً تمئّل بالترتيب الأعداد العقدية 1= ۾ و "ع b=‏ 
;3 3ء رس 3 
نا 2 


© اكتب » بالشكل الأسيء واكتب 4 بالشكل الجبري. 
ا 4 و 8 و € و( في مستو مزوّد بمعلم متجانس. 


کڪ 


(. أثبت أنّ الرباعي 0408 معيّن. 
© © اكتب بالشكل الأسي حلول المعادلة : 
0 = (9 + 332 - 9)(2 + 3/32 + 2( )1( 


ثبت أنّ النقاط 4 و 8 و © و ( التي تمثل جذور المعادلة السابقة هي رؤوس مستطيل. 


© سط كتابة العدد العقدي 
cosz + isin 2:‏ + 1 


موضّحاً قيم ‏ التي يكون عندها هذا المقدار موجوداً. 


© ليكن 2 عدداً عقدياً ماء وليكن » عدداً عقدياً طويلته تساوي الواحد وهو مختلف عن الواحد. 


1 + cosz ح‎ isin Zz 


i 





- إعدة قية 7 


أثبت أنّ 





© نفترض أنّ 1 به وأنّ 





أن يكون 
1 د اساء. 


© اكتب بالشكل الجبري كلا من العددين: 


تن ااا لدت ت و 1 + 3( - 
COST - 15110 27‏ 


@ يكن ۾ و2 عددين عقديين أثبت أنّ: 
2+ 2|2 - لم | + ”لع + 2| 
@ لین المت ٥‏ . أثبت تكافؤ الخاصتين الآتيتن: 
© المثلث متساوي الساقين ورأسه 4 . 
sin A @‏ = 0 هون 8 ه38 . 








لنتعلم البحث معا @ 
@ تین جمرعة 


ليكن » عدداً عقدياً معطى. لتكن ع مجموعة الأعداد العقدية 2 التي تحقّق : 
2 چ = ی 2ے 
عيّن المجموعة © ومثّلها في مستو مزوّد بمعلم. 
92 نحو الحلّ 
4 الفكرة الأولى التي تخطر لنا هي بوضع رأ +± =2 و18+ »= » حيث ± وه ونه و8 
هي أعداد حقيقية» ثم نسعى إلى إيجاد معادلة ديكارتية للمجموعة 6 . 


© ناقش الحالتين 0 = 8ه و0 عد 8ه ثم عيّن £ في هاتين الحالتين. 
# هناك أسلوب آخرء نلاحظ أنّ مرافق 2 - 22 هو ”2 - ”7 أثبت تكافؤ الخواص 


" الجزء التخيلي للمقدار 2م - 22 يساوي 0 أو (ه)ص! = (22)صسآ. 
استنتج مجدداً | لمجموعة £. 
أو جر الل واكية با هة 


إلى الأمام @ 


@ نتأمل عددين عقديين ۶ و س يحققان 1= || و1 =|إس| و1- ع سه أثبت أنّ العدد العقدي 


سه +2 
ريع + 1 


© نتأمّل كثير الحدود 40 - 522 + 1922- *ے = ۶)z(‏ . 
© عيّن عددين حقيقيين © و5 يحققان (24 + 4 + 0()22 + az‏ + ”ے) = (۶)2 . 
© حل في © المعادلة 0 = (2)ط. 
حل في © المعادلة 0 = 721 + 2(2 - 6)3 - 4(2 + 3) - 23 إذا علمت أنها تقبل حلاً 





= 7 عددٌ حقيقي. 





@ يكن 8 = ه. نضع “م + به = ۸ و ثم + ٹہ = 8. 
© أثبت أن 0 = شه + ڈہ + ہ + هن + 1 واستنتج أنّ 4 و 8 هما جذرا المعادلة من الدرجة 
الثانية: 0 = 1- ±+ تمه (0). 
© عبر عن 4 بدلالة | ع2 ) وم . 
© حل المعادلة (1) واستنتج قيمة (27) وء . 


0 
© يكن 0 عدداً حقيقياً من المجال ]۸,7۸ -[. نعرّف ع غ 
21 21 اسه 


ف 
+1 1-20 2-0 
© أثبت صحة العلاقات: 











© احسب المقادير بدلالة النسب المثلثية للعدد 6. 


211 1-an 7 2 tan 
tanı 0 = ج = زه و جل = وى و لغ‎ 
1-1 1 ta © LF a 


o ©‏ حن في © المعادلات س = 22 في الحالات الآتية 


© 44 +ق w= 7+7 241 © w= 21-201 © w=‏ 
© حل في © المعادلات الآتية: 

2 + 1+ 42z— 5- 2-0 © 

2i2 + (3 + 7)2 + 4+ 22-0 © 

z2 + 1+ 8z 17+ i; =0 © 





٠ 2+‏ س 





حيث ي وږو و× و۲ 
© احسب × و ۲ بدلالة العددين 2 ول. 
© أثبت أنّ مجموعة النقاط (1/)2 التي يكون عندها 2 حقيقياً هي مستقيم محذوف منه نقطة. 
© أثبت أن مجموعة النقاط (1)2 التي يكون عندها 2 تخيلياً بحتاً هي دائرة محذوف منها 


© عبن في كل حالة مجموعة الأعداد العقدية 2 التي تحقق الشرط المعطى 
© المقدار (2 - 1()2+-2) حقيقي. 





© العدد م مختلف عن 4 و 
4% — 


تطبيقات الأعداد العقدية 


لا ا عدا عقدية 
© استعمال العدد العقدي الممثل لشعاع 
Q€‏ الكتاءة العقدءة التحولات المندرسية 





تعطى الأهداة لش اا سيا وجذااً لدراسة الهددسة المستويةء إذ مکن 
للعدد العقدي الواحد أن حمل في آن معأ معلومات عن كل من مركبتيه 


لقد کان الدانهاري كاسير وسل آءوقء77 er‌صasp€‏ › اول من ربط جمع 
الأعداد العقدية بقاعدة متوازي الأضلاع لمع الأشعة» وكان جان روبير آرغان أُوَل 
من ربط بين ضرب الأعداد العقدية والتشابه في الهددسة المستوية» فضربُ عدد 
عقدي 767 بالعدد 2 يؤول إلى دوارن حول المبدأ زاويته 0 متبوعاً بتحاكِ مركزه 
المبداً ولسلته 7. 

لعل إحدى مسائل الهندسة الشهيرة التي يجري إثباتها بسهولة باستعال 
الأعداد العقدية هي المسألة الآتية المعروفة باسم مبرهنة مورلل ر1/1071 : 

غل کا كني 96 لد الزاوية 4 إلى ثلاثة أجزاء متساوية برسم 
المستقهين (/4.4) و (/4.)ء وافعل بالمثل مع الزوايا الأخرى. ينقاطم (/4) 
و(88) في » ويتقاطع (/813) و (007) في ©» ویتقاطم (007) و (44) في 
ظء عندئذ يكون المثلث ۶Q۸‏ متساوي الأضلاع. 








تطبيعّات الأعدادالعقدة 


ف المندسة 


1 للاقة امه‎ 1 ù 
نتأمّل معلماً متجانساً (0:7,7) في المستوي.‎ 


© يبين الشكل المجاور مربّعين طول ضلع كل منهما يساوي الواحد. 
يطلب حساب النسبة مأك  -‏ وتعبين قياس للزاوية (0۸,08) = 0. 





بالطبع يمكن استعمال الطرائق التقليدية» ولكننا هنا سنسعى إلى استعمال 
الأعداد العقدية. 
© أعط ,2 و و2 العددان العقديان اللذان يمثلان 4 و 8. 


© اشرح العلاقة بين 2 = 7 والعددين المطلوبين + و 0. 
4 


© احسب 2 واستنتج قيم 7 و 0560© و 20زه. 
© يبيّن الشكل المجاور ثلاثة مربعات طول ضلع كل منهما 
يساوي الواحد. يطلب حساب 8 + » مجموع قياسي الزاويتين 
المبينتين في الشكل. 

© أعط ,2 و ر2 العددان العقديان اللذان يمثلان 4 و 8. 


© اشرح العلاقة بين كل من » و 6 وزاويتي العددين العقديين 2z,‏ وو2. 
© بيّن أنّ المطلوب هو حساب زاوية العدد العقدي ىم ٠‏ ,ره = 2. 





© احسب 2 واستنتج قيمة 8 + به. 





في هذه الوحدة» نتأمّل معلماً متجانساً (0:7,7) في المستوي. 


1. تعريف ونائج 
كما نقرن بكل نقطة (31/),7 العدد العقدي رة + ه = ,رء كذلك نقرن بكل شعاع (2)0,5 
العدد العقدي 0 + ۾ = 2. ومنه التعريف: 
© ر | 
العدد العقدي المُمثّل للشعاع 0 الذي مركبتاه (4,5)»: هو العدد العقدي 0 + م = 2. والعدد 
العقدي الممثّل للشعاع 48 هو ,ه - بره حيث رع وبر هما العددان العقديان اللذان يمثلان 
4 و 8 بالترتيب. 
في الحقيقة» إذا کان T4 FY‏ = ره وولاة؟ + Zp = Tp‏ کان A7494)‏ و ‘B(ZpıYp)‏ ومن 
كَمّ كانت (رن - وريه - برت) هما مركّبتا الشعاع 48ء وكانء من َء العدد الذي يمثله هو العدد 


العقدي رم - ررم = (ن؛ - و ل) + (رنه - ونه) = 2 


*" تساوي شعاعين يكافئ تساوي العددين العقديين اللذين يمثلانهما. 
« إذا كان © و أت شعاعان يمثلانهما العددان العقديان 2 و /#ء وكان ‏ عدداً حقيقياًء مثّل 
العددان “ع + 2 و22 الشعاعين '17 + 7 و 210 بالترتيب. 


1.. العدد العقّدي الموافق لمركر الأبعاد ا متناسبة 


© مبرهنة 2 


لنتأمّل عدداً ” من النقاط المثقّلة (يهعزنكاء (يهزيك)ء ...۰ (,ره:ب4ا)ء التي تمتلها الأعداد 
العقدية بمء ومء 2,٠...‏ بالترتيب. نفترض أنّ 0 عد بم + ...+ وہ + به . عندئذ يُعطى ہے 
العدد العقدي المُمثّل للنقطة © مركز الأبعاد المتناسبة لهذه النقاط بالعلاقة : 
موه + ٠٠١‏ 5 وقوه 41511 _ 
+a,‏ 00 حك Fag‏ ينه 


هذه نتيجة مباشرة من المساواة الشعاعية (a, + <+ a, JOG‏ = 041 نه عاد ساد a04, ۳ a04,‏ . 


2 








9 إذن يعطى العدد العقدي ,2 الممثّل لمنتصف القطعة المستقيمة [48] بالصيغة 


_ A FB 
2 
ويعطى العدد العقدي ب: الممثّل لمركز ثقل المثلث [11072] بالصيغة‎ 


Zu Fan + 2p‏ کر 
3 

اثبات الوقوع على استقامة واحدة باستعمال الأعداد العقدية 

نتأمّل معلماً متجانساً (0;7,7) في المستوي العقديء والنقاط 4 و 8 و 0 التي تمثلها الأعداد 

العقدية 4)-6 = و31 + 6 = م و78 + 18- = ء بالترتيب. أثبت وقوع النقاط 4 و8 

و على استقافة واحدة: 
علينا إثبات وجود عدد حقيقي ۸١‏ يحقق 248 = 40.. ولكنّ الشعاعان 48 و 410 يمثلهما العددان 
العقديان 


21 


Ig =D a = -12 + 4‏ و 81+ 24- = a‏ 6 - جره 


ونلاحظ أن 27 = ب2» إذن 248 = 40 ومنه وقوع النقاط 4 و 8 و © على استقامة واحدة. 


استعمال معلم متجانس 


ليكن 11777 مثلثاً ماء والنقاط ۸4 و 8 و © هي منتصفات أضلاعه [2372] و[/211] و[MN]‏ 
بالترتيب. أثبت أن للمثلثين 31777 و 480 مركز الثقل نفسه. 
نختار معلماً متجانساً كيفياً. ونرمز بالرموز 7 و” وم وه وة وء إلى الأعداد العقدية التي تمتّل 
النقاط 214 ول و۶ و4 و8 و6© بالترتيب. لمّا كانت 4 منتصف [27] استنتجنا أنّ 





الل = م ونجد بالمثل ل = ن و = م. الآنء لتكن و العدد العقدي الممثل للنقطة 


€ مركز ثقل المثلث 11۷۲ء وليكن “و العدد العقدي الممثل للنقطة “6 مركز تقل المثلث .۸8٥‏ 


عندئذ من جهة أولى لدينا لج اطسو كوه يسورجيه ذاني 
1 1 
SE‏ معش 9 نشت E‏ 1 
3 2 2 2 )3 


إذن "وم = و» فالنقطتان © و “و منطبقتان. 














© استعمال العدد العقدى الممثل لشعاع 
2 المسافة والزاوية 
ليكن 48 شعاعاًء ولتكن 34 النقطة التي تحقق 48 = 01. 
ذ نستنتج من تساوي هذين الشعاعين أن : 


2B 7*1‏ س 2 
ولكن 48 = 014 = إءرة| إذن 





ا و )1( 


وكذلك» في حال 20 AF‏ يعون Û‏ عد OM‏ و (/8,01) = ›»a18)2(‏ إذن نستنتج من 
OM = AB a‏ 


س 


(2) (tû, AB) = arg(zg - ره‎ 


2.. قياس الزاوية الموجهة 


© مبرهنة 3 


لتكن 4 و8 و0 و2 أربع نقاط تمثلها الأعداد العقدية رت BS‏ 203 و و2. نفترض أنّ 


ورت عد 24 و و2 عد ى2 . عندئذ 





(AB,CD) = 7 . 4 
-وة‎ ^A 


الإثباءهم 
استناداً إلى علاقة شال في الزوايا الموجهة لدينا 
(ظهبة) - û) + )8,00( = (î,CD)‏ ,ظ4) = (AB,CD)‏ 
)24 - ورع)عتته - )20 = arg(zZp‏ = 


Zn 7Z 
| 2 
2B 7 4 


علأحظة : في الحالة الخاصة الموافقة لثلاث نقاط متباينة 11 و 4 و 8 تمثلها الأعداد العقدية م وه 
و0 بالترتيب لدينا : 


(MA, MB) 0 للح وده‎ 


2 





2. متيل بعض الجموعات الخاصة 

# لیکن 7 عدداً حقيقياً موجباً تماماًء ولتكن س عدداً عقدياً. 
عندئذ المجموعة ١‏ المكوّنة من النقاط (3/)2 التي يُحقّق 
العدد العقدي 2 الذي يمثلها الشرط ١‏ = إس - 2| هي الدائرة 
التي مركزها النقطة (س)2؟ ونصف قطرها 7. 
في الحقيقةء الشرط ١‏ = إن - م ]| يكافئ ” ع 211. 

" لتكن 4 و 8 نقطتان يمثلهما العددان العقديان ى وة حيث 
(0 < »). عندئذ المجموعة 5 المكوّنة من النقاط (14)2 التي 
يُحقّق العدد العقدي 2 الذي يمتها الشرط |0 - 2| = |ه - | 
هي محور القطعة المستقيمة [48]. 
في الحقيقة» الشرط | - 2| = إمدع 


2 ا مه E‏ عد 
كه ما الفائدة من حساب النسبة ©2 في حالة Fa ê,‏ 
لد gE‏ 


د لأنّ طويلة هذا العدد تمثل نسبة الطولين 26 


يُكافئ 118 = 114 . 





* لأنّ أي زاوية 0 له هي قياس للزاوية الموجهة (48,01). 





.07 فإذا كان 0 = 6 أو + = 6 استنتجنا الارتباط الخطي للشعاعين 48 و‎ ٠ 
.02 وإذا كان 2 = 0 أو ±- = 0 استنتجنا تعامد الشعاعين 48 و‎ 


استعمال خارج فس أغداذ عقدية 


لتكن 4 و 8 و © و( أربع نقاط تمثلها الأعداد العقدية 2- = ه و2 - م و1+8- دم 


و:3 -4-1. أثبت أنّ المثلثين 4607 و 207 قائمان. 


9 لإثبات تعامد المستقيمين (80) و (87)» يكفي أن نبرهن أنّ 








0-6 
c—b 


arg‏ تساوي 


* نجد ألا أن 
لح قد) قت وس وود ك 


` 3+ 10 


2 


ومن َم 1= |7| و = (2)عنة. هندسياً هذا يعني أن 08 = 28 و - GBD‏ فالمثلث 


088 متساوي الساقين وقائم في 8: 


" وكذلك نجد 
3 _ 0-2 حنة _ أقحة _ بجع 
2 1+4 
ومن ثم - = ('2)ع:3» وهذا يعني أنّ المثلث 407 قائم في 4 . 


> تدز 


© لتكن النقاط 4 و8 و © التي تمثلها الأعداد العقدية: 
1 1 
#4 +1- = يت و اا ريح ا 
© وضع النقاط 4 و8 و © في شكل. 
© احسب الأعداد العقدية التي تمثّل الأشعة 48 و 40 و80. 


© احسب أطوال أضلاع المثلث 48٥0‏ وبيّن إذا كان مثلثاً قائماً في .٥‏ 


© لتكن النقاط 4 و 8 و © و( التي تمثلها الأعداد العقدية: 
عوقو الد ES aS‏ 
2 2 2 2 
© وضّع النقاط ۸ و 8 و © و( في شكل. 
© ما طبيعة الرباعي 4807 ؟ 


© لتكن النقطتان 4 و 8 اللتان تمثلهما الأعداد العقدية : (3 N‏ + 2)1 = ره و (3 N‏ - 2)1 = و2. 





© جد العدد العقدي المُمتل للنقطة © التي تجعل 0 مركز ثقل المثلث .۸8٥0‏ 
© ما طبيعة المثلث ۸8٥‏ ؟ 


@ نتائل ساعن 7 7 :يمظهما العدان النقديان. + وه بالترقيت. تفترضى: أن وتاه ونضع 
8 = 48 و © = 40 . أثبت أن المثلث 480 قائم في 4 ومتساوي الساقين. 


2-7 














© المتّلثان 480 و4/8/"07 معرّفان بالأعداد العقدية التي تمثل رؤوسهما: 
1-3 حم 3720 +2 حدم 3+7 حدم 
+24 أي 3-1= b'‏ +4 دن 


© احسب العدد الممثّل للشعاع 067 + أ88 + 447 . 
© جد العدد العقدي المُمتّل للنقطة 6 مركز ثقل المثلث ‏ '480.. 
© أثبت أنّ 6 هي مركز ثقل المثلث “'8/0/ك.. 


© لتكن النقاط 4 و8 و © التي تمثلها الأعداد العقدية: 
4 +1= 4و 2= 0و1 e=3+‏ 
© وضع النقاط 4 و8 و© في شكل. ما العلاقات التي تربط الأعداد العقدية المُمثلة 
للشعاعين 48 و46 ؟ 
© استنتج أنّ 48٥0‏ مثلث قائم ومتساوي الساقين. 
© احسب العدد العقدي الممثل للنقطة 4 التي تجعل 48/0 مربعاً. 


© لتكن النقاط 4 و 8 و © و( التي تمثلها الأعداد العقدية: 
2-7 = 4و 71 +1- = 0و2 +4 دم و9 -4- d=‏ 
© لتكن © النقطة التي يمثلها العدد العقدي :2 + 1- = س. أثبت وقوع النقاط 4 و8 و0 
و7 على دائرة مركزها © ونصف قطرها يساوي 5. 
Qa - 6 6-6‏ 


© ليكن ء العدد المُمثّل للنقطة 8 منتصف [48]. احسب ‏ وبرهن أنّ 


d—e معدم‎ 








© ماذا يمثل المستقيم () في المثلث 7/70؟ 


© لتكن النقطتان 4 و 8 اللتان تمثلهما الأعداد العقدية : 1 و:2 + 3 بالترتيب. متّل في كل من 
الحالتين الآتيتين مجموعة النقاط (11)2 التي تحقق: 
0 32 =| ك 1= 
© 1= 3-2 -|. 








© الكتابة العقدية للتحويلات الهندسية 


في هذه الفقرة نزوّد المستوي بمعلم متجانس ومباشر (0:2,7). إذا كان 1 تحويلاً يقرن بكل 
نقطة 11 يمثلها العدد العقدي 2 نقطة '/1 يمثلها العدد العقدي '2. عندئذ يمكننا أن نقرن بالتحويل 1ا 
تابعاً معرّفاً على © بالصيغة f)2(‏ = 'ء + 2 :/. 


وما الكتابة (2)/ = “2 إلا الصيغة العقدية للتحويل /7. 
3. الصيغة العمددة للاسحاب 


#7 مبرهنة 3 
ليكن © شعاعاً يمثله العدد العقدي 0. عندئذ هناك تكافؤ بين 


الخاصتين: 

© 7 هو الانسحاب الذي شعاعه 2. 

© الصيغة العقدية للتحويل 7 هي 2+8 = 2. 
الإثباءهم 





في الحقيقة. ثكافئ الخاصة © القول إن 8 = ۰1 وهذا يعني أنّ معدو تنم أو مدو داي 
وهذه هي الخاصة @. 


53 الصيغة العمدىةللتحاكى 


© مبرهنة 4 
لتكن © التي يمثلها العدد العقدي سء وليكن ۸ عدداً حقيقياً 
غير معدوم. عندئذ هناك تكافؤ بين الخاصتين: 
© 7 هو التحاكي الذي مركزه © ونسبته ۸. 
© الصيغة العقدية للتحويل ۸ هي (س ))z-‏ = س- 'ع. )2( 


في الحقيقة» تنص الخاصة © على أنّ 11 = (⁄74)1 وهذا يُكافئ القول إِنّ ۸01 = 0۸11ء وهذا 
يعني أنّ (س -ه)م = س - 'عء وهي الخاصة ©. 


11 )2'( 








5. الصيغة العقّدة للدوران 


#7 مبرهنة 5 
لتكن © التي يمثلها العدد العقدي س» وليكن 0 عدداً حقيقياً. 
عندئذ هناك تكافؤ بين الخاصتين: 
© 7 هو الدوران الذي مركزه 2 وزاويته 0. 
© الصيغة العقدية للتحويل ۸ هي (ب - )ع = س - ع. 
الإثباءهم 
في الحقيقة» تنص الخاصة © على أنّ '14 = (72)14 وهذا يعني أنّ © = (۸)0 وفي حالة 


© عد 1 يُكافئ هذا القول إن 14 © = 01 و 6 = (01/,21/1)» أو 


و 0= 3 56 


لف - 2 





/ 
لن - 2 > 
1 - 














ل ¬ 2 
وهذا يعني أنّ الشكل الأسي للعدد ع هو ”ك, أي (س - )ع = س - '2ء وهذه النتيجة تبقى 
صحيحة في حالة س = :2 لأنّ هذه تقتضي س = 2 وتتفق مع © = (۸)0. ومنه الخاصة ©. 


9 وبوجه خاص الصيغة العقدية للدوران الذي مركزه 0 وزاويته 0 هي ع = أ باج. 


زا تبرق سل السيفة و ی 
8 إذا كان 1 تحويلاً معطى» ففي حالة كل نقطة (1/)2 تفيد الصيغة العقدية في حساب العدد 
العقدي '2 الذي يمثل '11 صورة 11 وفق /0. 
التحويل /7 هو التحاكي الذي مركزه 1 + 0)1 ونسبته 3 = . إذن الصيغة العقدية لهذا 
التحاكي هي (1+4)-3)2 -(1+1)-” أو :32-2-2 = 'ء. إذن صورة النقطة 
( - 4)2 وفق /7 هي '4 التي يمثلها العدد العقدي :5 -4 = 2-21 -(¡- 380 = 'ه. 
# إذا ارتبطت النقطتان (34)2 و (14)2 بعلاقات مثل: 
© م+ه = 'ء كانت '231 صورة 11 بالانسحاب الذي شعاعه ممثّل بالعدد العقدي 0. 
© (س - kK)‏ = س - 'ء حيث *1 ع 8 كانت '/[ صورة 1 وفق التحاكي الذي مركزه 
(س)2(؟ ونسبته ۸. 
© (س - )ع = س - م حيث 1 > 0 كانت '14/ صورة 34 وفق الدوران الذي مركزه (س) 2 


وزاويته 6. واذا كان 2م = 'ے كان 0 = ©2. 


2 


كز حول الكل الاي اة قات دارج السنافين. 


إذا كانت (4)4 و (8)0 و0)0 ثلاث نقاط في المستوي» عندئذ يكون ۸480 قائم الزاوية في 
4 ومتساوي الساقين إذا وفقط إذا كانت 8 صورة © وفق دوران مركزه 4 وزاويته > أو 2 
وهذا يعني أن( - )1 = ۾ -ء أو (6-64)ف = و-م. 
ر حول الشكل المفتاحي: مغلث متساوي الأضلاع. 
إذا كانت ()4 و (8)0 و0)0 ثلاث نقاط في المستوي» عندئذ يكون 48٥‏ مثلثاً متساوي 
الأضلاع إذا وفقط إذا كانت 8 صورة © وفق دوران مركزه 4 وزاويته = أو - وهذا يعني 


أن © - )3ع = ۾ e‏ أو (۾ - )3/ ع = ۾ .c-‏ 


هذ تدر 

© لتكن 14 النقطة التي يمثلها العدد العقدي + + 1 = ء. جد العدد العقدي 'ء المُمثّل للنقطة '/1 
صورة 14 وفق التحويل الموصوف في كل مما يأتي: 
© 7 الانسحاب الذي شعاعه 370 + 27- = ت. © 7 التحاكي الذي مركزه 0 ونسبته 3. 
© 2 الدوران الذي مركزه 0 وزاويته 2. © ك التناظر الذي مركزه (31 - ۸)1 . 
© 2 الدوران الذي مركزه (¡ - 4)2 وزاويته 27. © ك التناظر المحوري الذي محوره (0) . 


© فيما يأتي يرتبط العددان العقديان + و6 الممثلان للنقطتين 4 و82 بالعلاقة المعطاة. عيّن 
طبيعة التحويل الهندسي الذي يقرن النقطة 8 بالنقطة 4 : 





b= 10 © b=a—-1+3i © 

b= 0 © 0 7 © 

@ 1-ه) - 1م © (3)0-9/ث”ثم = ¡ - b‏ 

b+1-i = +م) ةلثام‎ 1-1 © b=a+4-3i © 


© لتكن النقطتان (3/ -6)3© و(3/: + 2)3. وليكن 2 الدوران الذي مركزه 0 ويحقّق 
- (72)6. احسب قياس الزاوية (06,077)» واستنتج الصيغة العقدية للدوران ۸. 


فيما يأتى 


تي نتأمّل النقاط 4 و8 و© و2 و "1 و“/1 التي تمثلها الأعداد 


اللو ونا وغ اك وف و 


9و افكار يج تما 


" العدد ۾ - 0 يمثل الشعاع ۸8. 





"ا توافق كل مساواة شعاعية مساواة بين الأعداد العقدية الموافقة. 


" العدد العقدي الموافق لمركز الأبعاد المتناسبة لعدد 7 من النقاط المثقلة» هو المتوسط المثقل 


للأعداد العقدية التي تمثل هذه النقاط. 
AB = |a -%|‏ و( - (AB) = argh‏ 


" في حالة 0 + » وك ع ٠‏ تفيد معرفة ت في إعطاء معلومتين: أوزآ اكت = ٠‏ وتعني أن 


28 = 02)» وثانياً 3 کے | یه = 0 وتعني أن 48,0228 
1 
" لإثبات وقوع 4 و8 0 أثبت وجود عدد حقيقي ۸ يحقق المساواة 
k0 - 0(‏ = ۾ e-‏ أو أن e f0r}‏ "^ 
0 








لك عه أو أنّ گے عدد حقيقي. 
0 6-0 





" لإثبات تعامد الستقيمين (ه) و(00) أثبت أن [2-,5 »اوه أو أن ك 


"" لا تنس تزويد المستوي بمعلم متجانس قبل استعمال الأعداد العقدية. 








| 8 5 
نشاط 1 متوازي الأضلاع وربع الدورة 


نتأمّل في مستو مزوّد بمعلم متجانس رباعياً محدباً 48072 . 
ونُنشئ عليه مثلثات قائمة ومتساوية الساقين ۶48 و0820 
و 70010 و 5124 بحيث 


)08,00( ك‎ (PA, PB) - 0 





(SD,584) = Tg (RC,RD) = - و‎ 

نهدف إلى استعمال الأعداد العقدية في إثبات أن 7075 متوازي الأضلاع. 
لنفترض أنّ الشكل مرسوم في المستوي الموجّهء وقد زوّدناه بمعلم متجانس مباشر. ولنرمز ۾ و0 وء 
و4 إلى الأعداد العقدية التي تمثل النقاط 4 و8 و0 و7»ء وكذلك لنرمز م و0 و” وه إلى 
الأعداد العقدية التي تمثل النقاط ۲ و © وم و؟. 

© الدوران الذي مركزه 7 وزاويته 7- ينقل 4 إلى 8 . استعمل الصيغة العقدية لتثبت أن 

(a1 +0 + 00-(‏ دم 
© عبر بالمثل عن 9 و ٣‏ وء بدلالة ۾ وطاوءوة. 


3 
3 


© تيقّن أنّ و + ي = م + مء ثم استنتج المطلوب. 


نشاط 2 الجذور التكعيبية للواحد. المثلث المتساوي الأضلاع 


نهدف في هذه الفقرة إلى تعيين حلول المعادلة 1 - 25 في ©» ثم استعمال ذلك لإعطاء خاصة 
مميّزة للمثلث متساوي الأضلاع. 
® في حالة 0 ع 2 نرمز بالرمز ” إلى طويلة 2 وبالرمز 0 إلى زاويته من المجال ]0,27]. 

© تيقن أنّ الشرط 1 = 23 يقتضي أن يكون 1 - ١‏ و 27۸ = 36 حيث ۸ عدد صحيح. 

© تحقق أنّ الشرط ]0,27] © 0 يقتضي في الحقيقة أن (0,1,2) © ۸. 

© استنتج أنّ مجموعة حلول المعادلة 1 = ع محتواة في | 5/3اكم ,25/3 ,1) = ولآ. 

© بالگ كدق أن کل عضر من e‏ = ولا هو حل للمعادلة 1= ثم. 

© مثّل النقاط (11)1 و (6251/3) ,14 و (1,)6451/3 في المستوي» وتيقن أنّها توف رووس مثلث 

متساوي الأضلاع. 
2 





9 نسمّي حلول المعادلة 1 = 25 الجذور التكعيبية للواحد ونرمز إلى مجموعتها بالرمز ول1. 
وكذلك نرمز إلى 2/3 بالرمز ز. لاحظ أن (1,1,22) = ولآ. 
© تحقّق أنّ 0= j‏ + ز +1 وع د ز = نر 
© نزوّد المستوي بمعلم متجانس مباشر (0;7,7). ونتأمّل ثلاث نقاط متباينة 4 و8 و 0١‏ تمثلها 
الأعداد العقدية © و ا وء. نقول إِنّ 480 مثلث متساوي الأضلاع مباشر إذا كنا عند قراءة رؤوسه 


بهذا الترتيب: 4 + 0 +¬ 8 + 4 ندور في الاتجاه الموجب. وهذا يُكافئ القول إِنّ 4 هي صورة 0 
وفق الدوران الذي مركزه 8 وزاويته ج 
استعمل نتائج الفقرة السابقة لتثبت أنّ 48٥‏ مثلث متساوي الأضلاع مباشر إذا وفقط إذا كان 
0 = ثن + a + bj‏ 
© نقرن بكل عدد 1 عد » النقاط (۸)1 و (14)2 و (۸11')2. 
© ما هي قيم 2 التي تجعل 1 و '11 مختلفتين. 
© نفترض تحقّق الشرط السابق. أثبت أنَّ ۸ مجموعة النقاط (14)2 التي تجعل المثلث '1 ۸۸1 


ARA 


کہ و eT‏ 


@ تاس النقاط 4 وم8 و) التي توافق بالترتيب الأعداد العقدية 8 = م و 4 +4- دم 
و41- .€c=‏ 


.(- c= i) = 0 تحقق أنّ‎ .© 


© نقرن بكل نقطة (1/)2 النقطة '11 الموافقة للعدد العقدي رة/"أم = 'ع. 
». ما التحويل الهندسي الموافق؟ 
(. احسب الأعداد العقدية /م و'5 و“ الموافقة للنقاط /4 و '8 و'0 صور 4 و8 و© وفق 
هذا التحويل. 
© لتكن 2 و و7 منتصفات القطع المستقيمة [4'8] و[8'0] و[0'4]» ولتكن م وو و” 
الأعداد العقدية التي توافقها. 
۾. احسب م وي و .٣‏ 
(. تحقّق أنّ (م - ۾)/ ع = م .٣‏ 
ء. استنتج أنّ المثلث ۶Q۸‏ متساوي الأضلاع. 
© نتأمل مثلثاً 048 فيه » = (04,08) حيث ]0,7[ ع ». تُنشئ خارج هذا المثلث المربعين 
17 و 0820 ومتوازي الأضلاع 7008#. نهدف في هذا التمرين إلى إثبات أن 
المستقيمين (07) و (48) متعامدان وأننَ 48 = 07» وذلك باستعمال الأعداد العقدية. 
لنختر معلماً متجانساً مباشراً (0,2,23). وليكن ٠‏ و 5 العددين العقديين اللذين يمثلان ۸ و 8. 
©. ما هي صور النقطتين N‏ و 8 وفق الدوران ربع دورة مباشرة حول 1 





الموافق للنقطة ©. أثبت أن 40- = « و 0ة = و. 
8ه عيّر عن 08 بدلالة ×0 و 00. M‏ 


0؟ 8 0 
2 نرمز 7 إلى العدد العقدي الممثل للنقطة ١ء‏ وي للعدد العقدي A4‏ 2 
4 
N‏ 


. ما العدد العقدي المُمثل للشعاع ۸8 ؟ 
4. أثبت إذن أن 48 = 0۸ وأنّ (48,) + = (2,0۸). واستنتج تعامد المستقيمين (0۸) 
ورطك). 


- 





© شرابخ فل 


نتأمّل في المستوي 48٥0‏ مثلثاً مباشر التوجيه كيفياً. لتكن /1 
منتصف [40]ء وليكن ۸48'8 و4007 مثلثين قائمين في 4 
ومتساويي الساقين مباشرين. أثبت أنّ المتوسط (414) في المثلث 
480 » هو ارتفاع في المثلث "47/0 وأنّ 24134 = '8'0. 

9# نحو الحلّ 

4 نبدأ باختيار معلم مباشر مناسب. تؤدي النقطة ۸ 0 أساسياًء لذلك نعتبرها مبدأ لهذا المعلم. 
ونرمز بالرمزين 5 وء إلى العددين العقديين اللذين يمثلان النقطتين 8 و©. احسب بدلالة 5 
وه الأعداد العقدية 'ط و 'ء و ” المُمثَّلة للنقاط '8 و ٥'‏ و 14 بالترتيب. 

8# نهدف إلى إثبات أنّ 8'٥‏ عمودي على 41 الذي يؤول إلى إثبات أنّ 


ا ھک 7 
ا أو اوور 22 


» التي تعطي مباشرة > جميع المعلومات المطلوبة. احسب 











ومنه تأتي فكرة 
هذه النسبة واستنتج الخاصة 00 
ر اجن الان واشت بلق اة 





@ الحٹعن برعت 
نزوّد المستوي بمعلم متجانس مباشر (0;0,0). نقرن كل نقطة (ء)/[ حيث := 2 بالنقطة 
0 لمش E‏ 
ee‏ 


* عيّن ۸ مجموعة النقاط 14 التي يكون عندها '2 عدداً حقيقياً. 
* عيّن '1 مجموعة النقاط /1 التي يكون عندها "2 عدداً تخيليّاً بحتاً. 

9# نحو الحلّ 

4 الضير الهدسي: الشرط '2 عددٌّ حقيقي يُكافئ القول 0 = (')] أو ا = ب أو (م,0) € 7 ع1 
(في حالة 0 عد '2). ولأنَّ /ه من الشكل - وخا من المتاسيه اعمال الخاضية الأخيرة. 
لنرمز ى و( وء إلى الأعداد العقدية التي تمثّل النقاط 4 و 8 و 1 . ما الزاوية بين شعاعين 


التى يقيسها المقدار يده ؟ 
: , 














4 لوضع # بالشكل كت نكتب الخلحدة ير وى REA SN‏ 
کے 77د 


© وضع هاتين النقطتين. 
© تحقّق أنّ ' حقيقي إذا وفقط إذا كان 8 = 1 أو (0,7) € (114,718). 
© مثّل المجموعة 4 وعيّن طبيعتها الهندسية. (لا تنس أنّ ¡ عد 2 ومن ثَمَ 4 عد 14). 
© عيّن بالمثل المجموعة '1 ومتلها هندسياً. 

ر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


دما إلى الأمام @ 

© خاصت مميزة لنوازي الأضلاع 
تمثّل الأعداد العقدية © وط وء و4 أربع نقاط 4 و8 و © و2 . أثبت أنّ الرباعي 42801 
يكون متوازي الأضلاع إذا وفقط إذا كان 4 + 6 دم + ه. 

© حاب السب الملية للزاوية 37. 


نتأمّل النقطتين 4 و اللتين يمثلهما العددان 2= م و3”/4ج2 = 0. وليكن 7 منتصف 
.[AB]‏ 


©. ارسم شكلاً مناسباًء وبيّن طبيعة المثلث 048. 


©.. احسب العدد العقدي , المُمَدّل للنقطة 7 بصيغته الجبرية والأسية. 


0 استنتج كلآ من ووه و دزی 


@ تاس الشكل واحسب المجموع + + 8 + هء حيث » و6 و7 هي القياسات الأساسية للزوايا 
الموجهة (04,02)» و (418,.470) و (80,81) بالترتيب. 








3و نقرن بكل نقطة (1/)2 من المستوي حيث :4- ع النقطة 1 التي يمثلها العدد العقدي 
22 = '/ع. لتكن 1 الدائرة التى مركزها 0 ونصف قطرها 1. أثبت أنه إذا انتمت 14 إلى 
چ2 





آ تفت 7 إلى ۲ أيظياً. کون العگں صتحيها؟ 


2 








8 AEE © 





س 
نتأمّل في المستوي الموجّهء مثلّثاً مباشراً 480 قائماً في 4. النقطة 
هي المسقط القائم للنقطة ۸ على )8٥0(‏ بالترتيب» و7 و × هما AT‏ 
المسقطان القائمان للنقطة 11 على (48) وعلى (40) بالترتيب. کے2 


نهدف إلى إثبات تعامد المستقيمين (04) و 876). 

نختار معلماً متجانساً ومباشراً (0:7,7) بحيث تقع 0 في منتصف [90] ويكون 7 عمودياً 
على (48) و 0 شعاعاً موجّهاً للمستقيم (48). ونرمز «04,5,0,7,,7 إلى الأعداد العقدية التي 
تمثل النقاط M1‏ ,]1 ,27 ,0 ,8 بك . 








O‏ علل ما يأتي : ح » وم-م ع يو- »ه. 
۵.. أثبت أنّ 5 ا ar‏ أو 5 = | إيره. 


دچ 


مات اس 8 دم 1 8 - Î wk‏ 
0 استنتج أنْ = لمحن يوم أو 0 3 ا نم أنبت المطلوب. 


تافل فى الى انرك الشكل المخارن اللات 042 ;:065 


و 4121/7 مثلثات قائمة ومتساوية الساقين ومباشرة. النقاط [ ول Kg‏ 
هي منتصفات أوتار هذه المثلثات. نهدف إلى إثبات تعامد المستقيمين 
(47) و(1) وأنّ 47 = 176. نختار معلماً متجانساً مباشراً مبدؤه 
0. ونرمز ٠‏ وء إلى العددين العقديين المُمتلين للنقطتين 4 و6. 





E 


©.. عبّر بدلالة ۾ وء عن الأعداد العقدية التي تمتّل النقاط 8 و2 و8. 


نتأمّل في المستوي الموجّه رباعياً محدباً مباشراً 4802 . تُنشئ خارجه 
النقاط 234 و2 و و© التي تجعل المثلثات 184 و 7708 
و 2100 و 104 قائمة في 14 و2 و و@ بالترتيب ومتساوية 
الساقين ومباشرة. 
أثبت باستعمال الأعداد العقدية أن 270 - 1/5 وأنّ المستقيمين (112) 
و (70) متعامدان. 





9 نامل في المستوي الموجّه مثلثاً متساوي الأضلاع مباشراً 480 مركزه النقطة 7. 7 نقطة من 
داخل القطعة المستقيمة [80]. تُنشئ مثلثين متساويي الأضلاع مباشرين 8187 و 121"0. 
ونعرّف . و × مركزي المثلثين 8157 و 270 . نهدف إلى إثبات أنّ المثلث ×17 متساوي 
الأضلاع. نختار معلماً متجانساً مباشرأ (8,2,3) بحيث 8ه = 80 حيث 80 = ه. 
© احسب» بدلالة ه٠‏ العددين العقديين ر2 و ر2 اللذين يمثلان 4 و 7 بالترتيب. 
© نفترض أنّ BD = tBC‏ حيث ]0,1[ ع *#. احسب بدلالة ى و ا» العددين العقديين ر2 

و 2 اللذين يمثلان 7 و ٤‏ بالترتيب. 
© تحقق أنّ (,ع - ,ع)3/”م = ,ع - مرعء واستنتج الخاصة المرجوة. 

@ نزرد المستوي العقدي بمعلم متجانس مباشر (0:2,7). النقاط 4 و'/'4ل و8 و '8 هي النقاط 
الموافقة للأعداد العقدية 1 و1- وة و4- بالترتيب. 
نقرن كل نقطة (14)2 مختلفة عن النقاط 0 و4 و '4 و8 و '8 النقطتين (,1/,)2 و (ي1/,)2 
بحيث يكون المثلثان ,814114 و ,471171 قائمين ومتساويي الساقين بحيث 

(MB, M,M) = (MM, M,A4) = 7‏ 
© ارسم شكلاً مناسباً. 
©». علّل صحة المساواتين ع ة)ة جح بوحصم و( رس2 = وو ]1 
5. عبر عن ,ه و ر2 بدلالة م. 
© نهدف إلى تعيين النقاط 11 التي تجعل المثلث ,011,11 مثلثاً متساوي الأضلاع. 
ه. أثبت أن الشرط ,011 = ,031 يُكافئ | + :| = |1+ 2| واستنتج ۸ مجموعة النقاط 
4 التي تجعل 0117 = ,011» وارسم ۸ على الشكل نفسه. 
. أثبت أنّ الشرط ,14,21 = ,01/1 يُكافئ |2 = 1+ 2 |. 
©. استنتج '1 مجموعة النقاط 1 التي تحقق ,14,11 = ,۰01 وارسم ”1 على الشكل نفسه. 
4. استنتج مما سبق النقاط 14 التي تجعل ,011,11 مثلثاً متساوي الأضلاع. وحددها على 
الشكل. 








u‏ لت 6و 
ا 4 
ظ مل صر جموعة 


© خرا 
خواص عدد التوافيق ( 7 )» وم 








ي 

هو أبو بكر محمد بن الحسن الكَرَجِيء ويُعرف أيضاً باسم الكزخي» توفاه الله عام 
9 مء يعرف القليل عن حياة هذا العالم ولكن من المؤكد أنه 9 في بغداد 
حوالي العام 1000 م. أ أعاله كتاب يحمل اسم "الفخري" نسبة إلى اسم حاك 
بغداد خر الملك في تلك الفترة. تأني أهمية هذا الو م 
لجبر كثيرات الحدود. من الكُرجي كتابه عدداً من منشورات ذي الحدّين. 


© © © © © © © 


© 





فبعد أن اكتشف الأنماط | لظام 8 ا من (0+) و 0+ 4) 
8( + ) و6(4+ ©) استطاع اكتشاف | القاعدة ١‏ اولس 
(7) في منشور ذي الحدين *-"9/5(), 5 = "(0+ ه)ء وتحديداً 

م" =( 
نّم هذه الأمثال في جدول له شكل مثلّث. أسهاه الأوربيون في القرن السا 
عشر باسم مثلث باسكال. أكتشف الكرجي جموع مربعات وجموع مكعبات الأعداد 
الطبيعية حى مو 0 


[8 وعد‎ ESER SESE 
وبمكن اعتباره أب الإثبات بالتدرج.‎ 


® 





التحليل الموائمى 
چ انطلاقۂ نشطة 
نشاط 1 تعداد القوائم : الأشجار والخانات. 
© مسائل التعداد 


كثيراً ما يؤول حل بعض مسائل التعداد إلى الإجابة عن السؤال الآتي : لدينا مجموعة 8 مكوّنة من 7 
عنصراً. تُعطى عدداً طبيعياً م» ونهتم بعدد القوائم المكرّتة من < يندا ماخر من 2م لاحظ أن القائمة 
تحترم الترتيب» فهناك أوّل عنصر في القائمة» وهناك ثاني عنصر في القائمة وهكذاء فالقائمة 
(...,©,6,8) مختلفة عن القائمة (...,0,ء,ه)» وكذلك يمكن للعنصر نفسه أن يظهر مرّات عدّة في بنود 
القائمة» فمثلاً (...,0,0,0) هي أيضاً قائمة. 
© إلقاء قطعة ننود. لقي قطعة نقود ثلاث مرات متتالية» في كل مرّة يمكن أن يظهر الوجه 28 أو القفا 
ا يكن مكيل كل تنبجة للتجرية بكلمة م 277 إذا ظهن في العرة الأولى الوبجه 8 ل ظهر 
القفا 7 في المرّتين اللاحقتين. 
© ما عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 
لاحظ أنه إذا رمزنا إلى المجموعة 18,77 بالرمز ٠4‏ كان المطلوب هو عدد القوائم المكونة من 
ثلاثة بنود مأخوذة من 7 . هنا إذن 3 - ما و2 - ,. 
© الترتدب. في مباراة للجري يتنافس خمسة متسابقين. 
© ما هو عدد النتائج المختلفة الممكنة لهذه المبارة مع افتراض عدم وقوع حالات تساو في 
الترتيب؟ 
لنسمٌ المتسابقين 4 و 8 و € و2 وع » ولتكن ( ,8,0,1 ,4 ! = £. إِنّ عدد النتائج الممكنة 
هو عدد جميع القوائم المكوّنة من خمسة بنود مختلفة مأخوذة من £. هنا إذن 5= « و5 ح م. 
© السحب دون إعادة. يحوي صندوق خمس كرات مرقمة © و © و© و © و©. نسحب على 
التتالي ثلاث كرات ونسجّل وفق ترتيب السحب أرقام هذه الكرات مثلاً (©,0,0) . 
© ما عدد النتائج الممكنة لهذه العملية؟ 
إنّ عدد النتائج الممكنة هو عدد جميع القوائم المكوّنة من ثلاثة بنود مختلفة-لأنّ الكرة المسحوبة لا 
تعود إلى الصندوق- مأخوذة من المجموعة إ0,0,06,0,6] = £. هنا إذن 5 - « و3 - م. 


- 


© بعض طرائق التعداد HHH‏ 0-0 
T HHT 578‏ 
لنرجع إلى المثال الأول أعلاه. H‏ 
HTH‏ 0 
© استعال القثيل الشجري. لتعيين جميع E E‏ 
النتائج الممكنة يُمكٌن الاستعانة بالشجرة في 7 
الشكل المجاور التي يطلب منك إتمامها. 
© ما هي النتائج الممكنة ؟ وما عددها ؟ ا 
من السهل تعداد الفروع النهائية لمثل هذه الشجرة. إذا كان كل فرع في المرحلة ‏ يتفرع إلى العدد 
ذاته ,” من الفروع» كان عدد الفروع النهائية مساوياً لجداء ضرب هذه الأعداد أي 
×٠× ”,‏ ر × ” وهذا ما ينص عليه المبدأ الأساسي في العد. 
© استعال الخانات. بدلاً من استعمال شجرة يمكننا الاستفادة من تقنية ملء الخانات. 
فمثلاً يمكننا عند دراسة المثال المتعلّق بإلقاء قطعة النقود القول ٠‏ ية 1 خانة 2 خانة 3 
نا نحصل على جميع النتائج الممكنة عن طريق ملء كل واحدة . |[ ] |[ ] |[ | 
من الخانات المرقمة 1 و2 و 3 بأحد الحرفين 8 أو 1. 
© كم خياراً لدينا لملء الخانة الأولى ؟ وعند كل واحد من هذه الخيارات» كم خياراً لدينا لملء 
الخانة الثانية؟ إذن كم خياراً لدينا لملء الخانتين الأولى والثانية؟ وعند كل واحد من هذه 
الخيارات» كم خياراً لدينا لملء الخانة الثالثة؟ استنتج عدد الإمكانات المختلفة لملء الخانات 
الثلاث. 
المبدأ الأساسى في العد (تذكرة): 
4 نريد إنشاء قائمة مكوّنة من م بنداً. نفرض أنّنا يمكن أن نختار البند ¡ من بين .7 إمكانية 
معطاة. عندئذ يكون عدد القوائم المختلفة التي يمكننا إنشاءها ,<< ٠٠١‏ ر" × ٠7,‏ 
9 لنفترض أن إنجاز مهمة يمر بعدد م من المراحل. يمكن إنجاز المرحلة 1 وفق ,7 طريقة 
مختلفة. عندئذ يساوي عدد الأساليب المختلفة لإنجاز المهمة كاملة ٠٠:7,‏ ر" × ۸ . 


© بالاستفادة مما سبق أجب عن الأسئلة الواردة في الفقرة © . 


© لتكن ع مجموعة الأرقام من 0 إلى 9. ما عدد الأعداد المؤلفة من 4 خانات التي 
يمكنك تكوينها من أرقام المجموعة 5» والتي خانة مئاتها زوجية ؟ 








© إنشاء قوائم من عناصر مجموعة 


في هذه الفقرة نتأمّل مجموعة غير خالية 8 مكوّنة من « عنصراً. 
1 التباد.ل على جموعة 
نسمي تبديلاً على المجموعة 3» كل قائمة مكوّنة من ” بنداً تضم جميع عناصر 8 . 


للا رض أنّ 4 ,ء ,4,0 = 8 . عندئذ يكون کل من (0,5,00) و (a,c,b,d)‏ تبديلاً على 2. 
(لاحظ أنّ مفهوم القائمة يضم فكرة الترتيب في طياته» فهناك أوّل بندِء وثاني بندٍ وهكذا...). يؤول 
إنشاء تبديل على 5 إلى ملء أربع خانات مرقّمة» بحيث تحوي كل خانة حرفاً واحداً من ٠#‏ وتكون 
الحروف الواردة في الخانات مختلفة مثنى مثنى. 


هناك أربعة خيارات ممكنة لملء الخانة 1» ويوافق كلا منها ثلاثة خيارات ممكنة لملء الخانة 2. 
إذن هناك 4<3 خياراً ممكناً لملء الخانتين 1 و2» ويوافق كلا منها خياران لملء الخانة 3. وعليه 
نرى أنه يوجد 2 ×3 ×4 خياراً لملء الخانات 1 و2 حانة 1 خانة 2 خانة 3 خانة 4 
و 3» وبالطبع يوافق كلا من هذه الخيارات خياز واحدٌ ‏ |[ ]| |[ ]| ]| أ 
لملء الخانة 4. إذن عدد تباديل المجموعة 7 
يساوي 321 <ا4. 


الحالة العامة 
تجري معالجة الحالة العامة بالأسلوب نفسه: هناك ” خياراً لملء الخانة 1» و(1- «) خياراً 
لفلء الكانة 2 وکا حت تصيل إلى كيان اح ملم القادة و ان هتاك 


n x(n =-1)x...x2 x1 


تبديلآ على المجموعة 2 . 


© تعريفه 1 
يعطى عدد تباديل مجموعة مكوّنة من 7 عنصراً (1 < «) بالصيغة 


nx (n —1)x (n - 2( x -..x2 x<1 


نرمز إلى هذا العدد بالرمز !7 ونقرؤه «7 عاملي »» ونصطلح أنّ 1= !0. 





3 الثراتيب : القوائم دون تكرار 
نسي قيا ظولة © من المجموخة #8 كل قامة دون تكزار طولها .من المجموعة زه أي 
كل قائمة مكوّنة من ” بنداً مأخوذاً من عناصر ¥ » وبنودها مختلفة مثنى مثنى» (2 > + > 1). 


ككل تنترض أن {a,b,c,d,e}‏ = 8 غندتذ يكون کل من | كد ]| كله د كاد 3 
(0,5,4) و(0,4,6) ترتيباً طوله 3 من المجموعة /. يؤول لأا لا لا 
إنشاء ترتيب طوله 3 من المجموعة 7 إلى ملء ثلاث خانات 

مرقمةء بحيث تحوي كل خانة حرفاً واحدا من اء وتكون الحروف الواردة في الخانات مختلفة مثنى 
مثنى. بإجراء مناقشة مماثلة لما أجريناه في المثال السابق نجد أنّ عدد القوائم دون تكرار التي طولها 3 


مأخوذة من £ يساوي 3 ×4× 5. 
الحالة العامة 

تجري معالجة الحالة العامة بالأسلوب نفسه. إذا كانت £ مجموعة عدد عناصرها يساوي . فإنٌّ 
عدد التراتيب التي طول كل منها 7 من عناصر 17 » يساوي 


n x (n - 1( x (n - 2( ...»ا‎ <» (n م -ح‎ 1( 
2 تعريونم‎ © 


يعطى عدد التراتيب التي طول كل منها ” من مجموعة مكوّنة من « عنصراً (1 < ١‏ < «) 
ا 


n x (n - 1( x (n - 2) x.x (n — r +1) 
. 27 نرمز إلى هذا العدد بالرمز‎ 


1 القوائم مع تخاو 
لأننا نسمح بتكرار عناصر المجموعة 8 في بنود خانة 1 خانة 2 خانة 7۳ 
لفت فت انها اة ك من« كا لديا لا اليا 
” خياراً للبند الأوّل» وكذلك 7 خياراً للبند الثاني» ...» و ” خياراً للبند . إذن عدد هذه القوائم 
يساوي ”7. إِنّ ”7 هو عدد القوائم مع تكرار التي طولها 7 ويمكن إنشاؤها من مجموعة عدد 
عناصرها يساوي «:. 





عي يق فر ام في مسائل التعداد ؟ 
" إنّ !م" هو عدد الطرائق المختلفة لترتيب عناصر مجموعة مكونة من 7 عتصيراء أو ِنْه عدد 


القوائم المرتّبة المؤلفة من ۸ عنصراً. 


١‏ عدد النتائج المختلفة الممكنة لسباق يضمّ ستة أحصنة:؛ بافتراض عدم وصول حصانين أو 
أكثر إلى خط النهاية في اللحظة ذاتها. إنّ أية نتيجة للسباق هي تبديل على مجموعة الأحصنة 
الستة. إذن هناك 720 = 2×1 ×3 ×4 ×5 ×6 = !6 نتيجة مختلفة. 


و ین كبري الحسابات باستعمال العاملي ؟ 
لاحظ أنّ 
x )3!( = 5 × 4 x 3 x (2!)‏ 4 × 5 = (!4) »5 = !5 
" وبوجه عام في حالة ۸ > ” > 1 لدينا 


n! = n x(n - 1( x.x (n —r +1) x (n - r)! 





= P' x(n =r)! 
وعليه‎ 
n! 
( ن و‎ 
n — r)! 
12! 10! 


فمثلاً ا ا ا 


السحب دون إعادة لأربع كرات من صندوق يضم تسع كرات 
يحتوي صندوق على تسع كرات مرقمة من 1 إلى 9. نسحب على التتالي أربع كرات دون إعادة 
ونسجّل بالترتيب أرقام الكرات المسحوبة. ما عدد الأعداد المكوّنة من أربع خانات التي يمكننا 
تشكيلها بهذه الطريقة. 
هناك 9 خيارات لآحاد العدد الناتج» وبعد سحب الكرة التي تحمل هذا الخيار يبقى 8 خيارات لعشرات 
هذا العدد نحددها بسحب الكرة الثانية» ثم نسحب الكرة الثالثة من بين 7 كرات متبقية لتحديد خانة 
المئات» وأخيراً نختار خانة الألوف بسحب الكرة الرابعة من بين الكرات الست المتبقية. نستنتج إذن أنّه 
بالإمكان تشكيل 3024 = 6 × 7 × 8 ×9 عدد مختلف بهذا الأسلوب. 


2 


عدد القوائم مع تكرار 


كم كلمة من ثلاثة حروف يمكننا تكوينها انطلاقاً من حروف كلمة S۷۸1۸‏ . 


نتخيّل ثلاث خانات علينا ملؤها بحروف كلمة 4 التي فيها خمسة حروف مختلفة. لملء الخانة 
الأولى لدينا خمسة خيارات» ولمّا كان لا يوجد ما يمنع من تكرار الحروف في الكلمة» فهناك أيضاً خمسة 
خيارات لملء الخانة الثانية وكذلك هناك خمسة خيارات لملء الخانة الثالثة. في المحصّلة هناك 
5 = 5× 5 × 5 كلمة من ثلاثة حروف حروفها مأخوذة من حروف كلمة .9۷R14‏ 


+ 



































هذ تد رد 
© اختزل المقادير الآتية دون استعمال الآلة الحاسبة: 
| || احا | || | 
x 4! 0 6! 5! 6 Lt e 21!‏ 6 6 !5 »!” 
!20 !15 !5 !5 !10 
|| | || || | 
1_4 ي 6 جه 9 م 9 6-7 
6!x 3! ö!x 4! (31 5! 1T!‏ !2!3!4 
© اختزل المقادير الآنية: 
(2n)!— (2n —1)! (2n +1)! 6 (n +1)!‏ 
2(n!) — (n - 1! (2n —1)! (n -1)!‏ 
|| !((1- ا 
(2n)! 5 1 1 6 (n -1)! n!‏ 
1x 3 x 5-۰-۰ x (2n —1) n! (n+1)! n! (n +1)!‏ 


© اكتب جميع تباديل المجموعة (0,5,0] = 22 . 

© لتكن المجموعة (41,2,5,8,9 = 5. 
© كم عدداً مؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة 5؟ 
© كم عدداً مختلف الأرقام ومؤلف من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة 3؟ 
© كم عدداً زوجياً مؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة 5؟ 

© في أحد مراكز الهاتف مهندسان» وأربعة عمال» كم لجنة مختلفة قوامها مهندس واحد وعامل واحد 
يمكننا تأليفها لمتابعة أعمال الصيانة في المركز؟ 

© يتألف مجلس إدارة نادي رياضي من سبعة أعضاءء بكم طريقة يمكن اختيار رئيس» ونائب 
للرئيس» وأمين سر للنادي؟ 

© اشترك مئة متسابق في سباق للدراجات» يجري فيه توزيع ثلاث ميداليات (ذهبية» فضية» برونزية) 
كم نتيجة ممكنة لهذا السباق؟ (لا توجد حالات تساو). 
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© التوافيق 
2. تعرف الوافيق 


© تعريوم 3 


لتكن 8 مجموعة مكوّنة من ۸ عنصراً وليكن 7 عدداً طبيعيّاً يُحقق « > ١‏ > 0. نسمّي توفيقاً 
يضم 7 عنصراً من 8 كل مجموعة جزئية مؤلفة من 7 عنصراً من 8 . 

ف ملاحظة : إنَ ترتيب العناصر في المجموعة الجزئية غير مهم؛ فمثلاً (10,1 و(0) تمثلان 
المحدركة كسا 

ني حانة [0,0,6) = 8 التوافيق التي تضم عنصرين (2 = م) من 8 هي (/,0) و [©,5) 
و .{a,c}‏ 
نرمز إلى عدد االتوافيق التي تضم ١‏ عنصراً من مجموعة مكوّنة من ۸ عنصراً (” > ١‏ > 0) 
بالرمز* (7). فمثلاً استناداً إلى المثال السابق 3 = (). 


2 عد الرانية 
لنفترض أن (0,8,64,0) = 2 و3 = .١‏ إِنَ (:) هو عدد المجموعات الجزئية من 7 


التي كل مؤلف من ثلاثة عناصر. فإذا وضعنا () = + أمكننا أن نرمز إلى هذه المجموعات ,» 
ر#؛ ... »,5. لاحظ أنّ كل ترتيب لثلاثة عناصر من £ هو تبديل على واحدة وواحدة فقط من 
المجموعات ,8 » ,ء ... »2 . فمثلاً الترتيب (6,4,6) هو تبديل على المجموعة الجزئية (0,0,6]» 
ولتكن ,1» وهو ليس تبديلاً على أية مجموعة ,8 »(ز عد 4)؛ أخرى. لأنّ ,5 ليست مكوّنة من عناصر 
,۶ ذاتها. ولكنّ عدد تباديل كل واحدة من المجموعات ,8» ,ء ... » ,7 يساوي !3. نستنتج إذن أنّه 
بالإمكان توزيع تراتيب £ التي كل منها مكوّن من ثلاثة عناصرء في ۾ حزمة منفصلة تضم الأولى 
تباديل ٨,‏ وتضم الثانية تباديل ر وتضم الثالثة تباديل ,5 و... وأخيراً تضم الحزمة ي تباديل ,5 . 
وعليه يكون عدد تراتيب ثلاثة عناصر من 5 مساوياً !3×ي» وهو في الوقت ذاته يساوي 


5x4x3‏ ا (9)-و. 


8 5×4 = .اد 10 = 22 سک 
3x2x1 e‏ !3 


* هناك ترميز سابق مازال يستعمل في بعض الكتب هو 0 ولكننا سنلتزم بالترميز الشائع حالياً. 
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الحالة العامة 
بوجه عام» لإنشاء ترتيب مكوّن من ” عنصراً مأخوذاً من مجموعة 7 عدد عناصرها يساوي 27 
نبدأ باختيار مجموعة جزئية 7 من 1 عدد عنصرها يساوي ٠‏ وهناك (7) خياراً مختلفاًء ثم 
نرتّب عناصر ”23 » وهناك !” ترتيباً (تبديلاً) مختلفاً ممكناًء إذن استناداً إلى المبدأ الأساسي في 
العدّ !× ('/) = ”2 » وهكذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتية: 


© مبرهنة 1 


يعطى عدد توافيق ” عنصراً من مجموعة مكوّنة من 7 عنصراً (0 < ١‏ < «)» بالصيغة 
n!‏ تام -م)...1 مام اشر م 


r وڪ‎ 


r! r! (n =r)! r! 


ترك یت شیر ( 7 فى سسائل التعداة 9 
# إنَ (7) هو عدد الخيارات المختلفة ل 7 عنصراً مختلفاً من مجموعة مكونة من 7 عنصراً. 
کت بسب بس اير ایک افر 0 
" إِنَّ (0) هو عدد الأجزاء المكونة من 0 عنصراً في مجموعة مكونة من 7 عنصراً. فقط 
المجموعة الخالية تحقق هذه الشرط! إذن 1= (6). 
* إن () هو عدد الأجزاء المكونة من عنصر واحد في مجموعة مكونة من 7 عنصراً. مثلاً 
في المجموعة (,0,0,00) = ٠#‏ هي المجموعات الجزئية [0) و (0] و إس] و (12. هناك 


مجموعات جزئية وحيدة العنصر بقدر عناصر . إذن »= (). 


* إنّ (7) هو عدد الأجزاء المكونة من 7 عنصراً في مجموعة مكونة من 7 عنصراً. فقط 


المجموعة 7 بكاملها تحقق هذه الشرط! إذن 1= (7/ ). 


نتأمّل مجموعة من البطاقات عدد عناصرها 32. فيها ثماني بطاقات حمراء اللون مرقمة من 1 
إلى 8» وثماني بطاقات زرقاء اللون مرقمة من 1 إلى 8» و وثماني بطاقات خضراء اللون مرقمة 
من 1 إلى 8» وثماني بطاقات صفراء اللون مرقمة من 1 إلى 8. نسمّي سحباً أي مجموعة 
جزئية مكوّنة من خمس بطاقات من المجموعة. 

© كم سحباً يضح تماماً بطاقتين حمراوين؟ 

© كم سحباً يضم على الأقل بطاقة واحدة تحمل الرقم 1؟ 
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© لاصطناع سحب يضم تماماً بطاقتين حمراوين» نبدأ بسحب بطاقتين من بين البطاقات الحمراء ثُمَ 
نسحب ثلاث بطاقات من بين البطاقات الأربع وعشرين الباقية. 

* هناك (3) خياراً مختلفاً للبطاقات الحمراء من بين البطاقات الثماني المعطاة. 

* ويوافق كل واحد من هذه الخيارات  (‏ ) خياراً ممكناً لبقية بطاقات السحب. 

إذن العدد المطلوب هو 


(24) _ 8X7 2423139 _ 
= ٠ n 2 


© لنرمز بالرمز ۸4 إلى مجموعة السحوبات التي يضم كل منها بطاقة واحدة على الأقل تحمل الرقم 
1. لحساب (020)4 » أي عدد عناصر ىء من الأسهل حساب عدد عناصر المتمّمة ۸ أي عدد 
السحوبات التي لا يضم أي منها بطاقة تحمل العدد 1. نصطنع سحباً من “4. عن طريق اختيار خمس 
بطاقات من مجموعة البطاقات التي لا يحمل أي منها العدد 1 وعددها 28 = 4 -32. إذن 

ا = (كلم)10مه 
ما عدد جميع السحوبات فيساوي (7) = (0)8:هه . إذن عدد السحوبات التي يضم كل منها بطاقة 


واحدة على الأقل تحمل الرقم 1 يساوي 103096 - كك 0 . 
© اختزل المقادير الآتية واكتبها بصيغة أعداد صحيحة أوكسور غير قابلة للاختزال : 
o (7e () o‏ 6 عار 6 (a)‏ 3 5 
5 0( 5 0 
بت صحة المساواة (۳)” = (1-)« في حالة 2 < « و« > >١‏ 1. 
© عين الأعداد الطبيعية ” التي تحقّق الشرط المعطى في الحالات الآتية: 
(n) = (nı) © 3) -14)0( © (5)=36 ©‏ 


© نريد تأليف لجنة مكوّنة من أربعة أشخاص مأخوذين من مجموعة تحوي خمسة عشر رجلا وأربع 


© 


عشرة امرأة. 
0 كم لجنة E‏ ب كننا تأليفها؟ 
© كم لجنة مختلفة مكوّنة من رجلين وامرأتين يمكننا تأليفها؟ 
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© خواص عدد التوافيق (7). ومنشور ذي الحدين 


© أياً كان العددان الطبيعيان 7 و« بحيث « > ۲ > 0 كان 
۰ اك 
© ايا كان العددان الطبيعيان 7 و« بحيث ۸ > / > 1 كان 
عم 
الإثباءهم 
© هذه نتيجة مباشرة من المبرهنة 1: 


ا 
(nr) = qT r!-(n r)! (r)‏ 


© هنا أيضاً نستفيد من المبرهنة 1: 


7-1 n1 (n -1)! (n -1)! 
ek 4 mT TET 
- »ام‎ (n - 1! " (n =r) x (n —1)! 
yy u ال‎ (n إ(م-1-‎ 
»ام‎ (n —1)! A= FS 0-1 
E .لم‎ (n =r)! 
_(r+n-r)x(n—-D! _ ال دم).م‎ 
r! (n — r)! 0 r! )n = إ(‎ 
n! n 
د‎ 


وبهذا يكتمل الإثبات. 


چ مبرهنة 3 [منشور ذي الحدين) 
أياً كان العددان العقديان » و 0 وأياً كان العدد الطبيعي 1 < ”7 كان 
“0 ) + 0ھ( + 7 م + 0( + "و(م) = "زة + (a‏ 


الإثماءته (ىنرك إلى قراءةثانية) 


لجر الإثبات بالتدريج. المساواة محققة في حالة 1= ,7 لان (() + (a‏ = 1(م + م). لنفترض إذن 
العلاقة صحيحة في حالة 1< «» ولنحسب ("٣‏ + م). بملاحظة ُن 


(a + Db)" = (a + b)(a + Db)" = aa + b)" + (a + 6" 
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(a + ("11 = (a + b)(a + 0)" = م)ه‎ +b)" + (a + 6" 
= اك‎ EO a Dee “بداو‎ Ee GS a + (| 
+ ((û)a” + (Jad +... + ) لحو وري‎ +... + (3, Jab" + (3)0 |o 
SOT عاد مسد زلور ]بد‎ DFT TT Oa 
E n 117 e “ارا عه‎ 


ولكن في حالة ۸ > > 1 لدينا (1") = (7) + (,) وذلك عملاً بالمبرهنة 2ء إذن 


٤ 
aS a LOT oa ET La 


وأخيراً لأنّ 


1= =( و 1= =0 





وجدنا 


لم ( + e ("ap‏ بابلا اليه 00 م + (a+‏ - رم + 7 





وهو منشور ذي الحدين في حالة 1+ . وعليه إذا كان منشور ذي الحدين صحيحاً في حالة ” كان 
يحاً في حالة 1+ «» هو إذن صحيح بوجه عام أياً كان العدد الطبيعي الموجب تماماً 7. 


#7 ننيجة (عدد أجزاء مجموعة) 
إنّ عدد المجموعات الجزئية من مجموعة مكونة من ” عنصراً يساوي "2. 
الإثباءهم 
بوضع 1 = 0 = » في منشور ذي الحدّين نجد 
)لسر اسه () تدر) جك "2 
ولكن إذا كانت 7 مجموعة مكونة من 7 عنصراًء كان (7) عدد أجزاء 78 التي كل منها مكون من 
عنصراً» ومن ثم كان المجموع 
Ia‏ 
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2 ج 
0 3 : 


طربئة ثانية. إذا كُلّفنا بإنشاء مجموعة جزئية ۸4 من 2» فيمكننا إنجاز هذه المهمة بعدد 7 من المراحل. 
في المرحلة الأولى نقرر أنضع العنصر الأوّل في 4 أو لا نضعه فيهاء وهناك خياران اثنان. وفي 
المرحلة الثانية نقرر أنضع العنصر الثاني في 4 أو لا نضعه فيهاء وهناك خياران أيضاًء وهكذا حتى 
نصل إلى المرحلة 7 حيث نقرّر بشأن العنصر «» وهنا أيضاً لدينا خياران. واستناداً إلى المبدأ 
الأساسي في العدء العدد الكلّي للخيارات المتاحة لتكوين 4. يساوي ”2 = 2×2×...×2. 


n 


7 كيف نثبت صحة الخواص في المبرهنة 2 دون حساب؟ 


" يؤول اختيار جزء 7 ذي ١‏ عنصراً من 87 إلى اختيار الجزء المتمّم 8١7‏ = ۸ المگون من 
- ” عنصراً. إذن هناك العدد نفسه من أجزاء £ التي كل منها مكون من ” عنصراً وأجزاء 77 
التي كل منها مكون من 0-7 عنصراً. أي e‏ 

* لیکن » عنصراً من 2 . بين أجزاء 7 التي كلّ منها مكون من ” عنصراًء وعددها (۳) جزءاًء 
هناك نوعان» تلك الأجزاء التي تحوي العنصر + وليكن عددها :دء وتلك التي لا تحوي العنصر ۾ 
وليكن عددها ر . من الواضح أنّ (۳) = و + :ه. لنحسب #: يتكوّن كل جزء من 7 عنصراً بينها 
العنصر » من 7-1 عنصراً مأخوذة من بين عناصر (5140», إذن (7-1) -. لنحسب 
أيضاً و: كل جزء مكون من ” عنصراً ليس بينها ۾ هو جزء مكون من 7 عنصراً مأخوذة من 
المجموعة 7١40(‏ التي عدد عناصرها 1- م٠‏ إذن (,) = ن» ومنه 

عر هري 

2# فى ی اقطان ندع ای 

" يفيد المثلث المبين في الشكل المجاور في حساب 
(7) تدريجياً إذ نستفيد من العلاقة 
(#) = (0م”)+(77) في إنشاء الأسطر 
تدريجياً ثم نقرأ (7) عند تقاطع السطر «» 
والعمود «7». 


وص ما صيغة الحد ذي الدليل 7 في منشور ذي الحدين "(0 + 0)؟ 




















" إنها "0 "م() = .1 والمنشور يساوي مجموع 1+ 7 حداً هي (7 و ,1 و... و ,1. 


5-7 








استعمال مدشور ذي الحدين 
انشر كلا من المقدارين 2-1(5) = 4 و أ( + 1) = 8» (تذكّر أنَ ¡ هو العدد العقدي الذي 
يحقق 1- = 7). 
© المقدار 25-1 هو مجموع من الشكل (0+ ه) حيث :2 = م و1- = (. نطبّق إذن منشور 
ذي الحذين بعد ملاحظة أنّ القوى الزوجية للعدد 0 تساوي 1 والقوى الفردية للعدد 0 تساوي 1-. إذن 
1- 12( + 5(2( - 2°( + 2°( - 27 = 1 م( 
32g - 80 + 802° - 40 + 10-1‏ = 
© ونجد بالمتل 


1 سب سن 
نشر "(25 + 1) واستنتج قيمة المجموع 


S, = )0( + 2(1) +... + 2(7) + 0 


© استناداً إلى منشور ذي الحدين لدينا 


كو + 6 + 151 + 2013 + 152 + 6i‏ + 1 = “لق + 1( 
84- -1 -66 + 15 + 204 - 61-15 + 1 - 


)1 + 22)" = 1+ (1 (22) +... + (Fz) +... + (A) 
المجموع ,5, المطلوب يوافق الطرف الثاني بعد تعويض 1 = 25» ومنه‎ © 
8, )و1 د‎ te TOO FPO ع‎ UF "لقاع‎ 
هذ تدرو‎ 
انشر كلاً من العبارات الآتية:‎ © 
(2: +1) © (1-a) © (2+2) © 
4 
(2-i) © (1+ 2i © + © 
432 
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+ الحد الذي يحوي 2 والحد الثابت المستقل عن . 


n 


© ما الشرط على العدد الطبيعي 7 كي يحتوي منشور 





32 


© اختزل منشور المقدار *( -1) + '(»+1). 





39 اکر يجب تمثلى 


" الفكرة الأولى: ترتيب أشياء في قائمة يؤول إلى ملء خانات مرقمة. 
قال يمكن ترتيب الشيئين 4 و 8 في قائمتين (2 بك) و (8,4). 
" تفيد الفكرة الأولى في الإجابة عن أسئلة بسيطة مثل : 
" بكم أسلوب مختلف يمكن ترتيب 7 شيئاً مختلفاً ؟ الإجابة : 
nx (n —1)x (n - 2( x -..x2 x<1‏ 


" بكم أسلوب مختلف يمكن ترتيب م عنصراً مختلفاً مأخوذة من بين 7 عنصراً ؟ الإجابة: 
([ عجر rm‏ زه (a=‏ عا زد و يده 


* ما عدد القوائم المختلفة المكوّنة من م بنداً والتي يمكننا ملؤها من عناصر مجموعة مكونة من 
عنصراً عندما يكون التكرار مسموحاً ؟ الإجابة: 07. 
"" بالتعريف: 1× 2 ×0× (2 - "x )n -1( × )„n‏ ع n!‏ و1 ع !0. 


n n! 
و‎ ( (n= ام‎ 


" متى نستعمل التوافيق (7) ؟ عندما يُطلب متا اختيار م عنصراً (دفعة واحدة أي دون ترتيب) 
من مجموعة مكونة من 7 عنصراً. 
عدد الإمكانات المختلفة لاستعارة خمسة كتب من مكتبة تضم 100 كتاباً يساوي (190). 
" يُعمّم منشور ذي الحدين المتطابقات الشهيرة: 
7 + مم2 + 2م = ”)0 + )a‏ و ”0° + “ممق + 30b‏ + 3و = "رق + (a‏ 
فيكون "(0 + 4) مساوياً لمجموع جميع الحدود من النمط -"7(85/) عندما تتحوّل 7 من 0 
إلى 7. لاحظ أنه في جميع الحدود يكون مجموع أَسَّئ ۾ و 0 مساوياً م. 
"ا عند حلّ مسألة تتطأب تعداداً. 
« تخيّل طريقة لاصطناع أو إنشاء الأشياء الواجب عدّها. 
* تبَيّن إذا كان الترتيب ضرورياً أو مهمّاً في هذا الإنشاء. فإذا كان الترتيب ضرورياًء فكّر 
بأسلوب ملء الخانات» وإذا لم يكن الترتيب مهماً ففكّر بالتوافيق» أو بتقنيات أخرى تتفق مع 
الحالة المدروسة: أشجارء جداول» مجموعات».. 
هك اة عب ا 


9 تنبّه إلى عدم تعداد الشيء نفسه أكثر من مرّة. 
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نشاط 1 أنواع السحب المختلفة 


نتأمّل صندوقاً يحوي أربع كرات تحمل الأرقام 6 و7 و8 و9. 
0 السحب مع الإعادة 
تُجري التجربة الآنية: 
* نسحب ثلاث كرات على التتالي مع الإعادةء أي إننا ثعيد الكرة المسحوبة إلى الصندوق بعد كل 


سا 


مرة. 
" دون بترتيب السحب أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. 
إذن نتيجة التجربة هي ثلاثية أو قائمة من ثلاثة بنود مأخوذة من المجموعة (6,7,8,9) = 7 . فمثلاً 
الثلاثية (9,7,7) تمتل سحب الكرة التي تحمل الرقم 9 في السحب الأول والكرة التي تحمل الرقم 7 في 
السحب الثاني والكرة التي تحمل الرقم 7 في السحب الثالث. 
© كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 
© كم نتيجة ممكنة في كل من الحالات الآتية : 
». الكرة المسحوبة أولاً تحمل الرقم 6» والثانية تحمل الرقم 9 والثالثة تحمل الرقم 7 ؟ 
ا. الكرة المسحوبة أولاً تحمل الرقم 8» والثانية تحمل الرقم 7 ؟ 
ء. الكرة المسحوبة ثانياً تحمل الرقم 9» والمسحوبة ثالثاً تحمل الرقم 8 ؟ 
1 الكرة المسحوبة ثانياً تحمل الرقم 7 ؟ 
© السحب دون إعادة 
نُجري التجربة الآتية: 
# نسحب ثلاث كرات على التتالي دون إعادةء أي إننا لا تُعيد الكرة المسحوبة إلى الصندوق بعد 
كل مرّة. 
" ثُدوّن بترتيب السحب أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. 
هنا أيضاً تكون نتيجة التجربة ثلاثية أو قائمة من ثلاثة بنود مأخوذة من المجموعة (16,7,8,9 = 8ء 
ولكن في هذه المرة يجب أن تكون بنود القائمة مختلفة مثنى مثنى. فهي إذن ترتيب لثلاثة عناصر 
مأخوذة من £ . 
© كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 
© أجب عن فقرات السؤال © من الفقرة السابقة» ولكن لهذا النوع من التجارب. 


| 





# 


© السحب كان معا 
تُجري التجربة الآتية: 
* نسحب في آن معاً ثلاث كرات من الصندوق. 
* ندوّن أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. 
هنا يمكن تمثيل نتيجة التجربة بمجموعة جزئية مكوّنة من ثلاثة عناصر مأخوذة من (16,7,8,9 = 8 . 
© كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 
© كم عدد النتائج الممكنة والتي يظهر فيها العدد 7 ؟ 
© كم عدد النتائج الممكنة والتي يظهر فيها العددان 8 و9 ؟ 
0د 2 مغلثات في مسدّس 
في الشكل المرسوم جانباً لدينا ست نقاط 4 و8 و © و( و8 و” موزرّعة على دائرة بحيث تشكل 
رؤوس مسدس منتظم. 
ُجري التجربة الآتية: نصل بين ثلاث نقاط منها لنحصل على مثلّث. 
© ما عدد المثلثات التي يمكن أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟ 
© ما عدد المثلثات القائمة التي يمكن أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟ 
© ما عدد المثلثات المنفرجة الزاوية التي يمكن أن نحصل عليها بهذا 
الأسلوب؟ 





0د د منعاً من السرقة 
يوجد لبعض أنواع السيارات مذياع ذو قفل رقمي مضاد للسرقة يفتح عند إدخال رمّاز (كود) مكون من 
عدد ذي أربع خانات يمكن لأيّ منها أن يأخذ أياً من القيم 0,1,...,9. 
0 ما هو عدد الرمّازات التي تصلح للقفل؟ 
ينطلق الإنذار في السيارة إذا لم يجر إدخال أي خانة صحيحة في مكانها. ما عدد الرمازات التي 
شبب انطلاق الإنذار. 
ا. ما هو عدد الرمازات التي تصلح للقفل والمكوّنة من خانات مختلفة مثنى مثنى؟ 
© عند فصل التغذية الكهربائية عن المذياع» يجب على مالك السيارة أن يعيد إدخال الرماز 
الصحيح مجدداً ليتمكن من استعمال المذياع. يتذكر المالك أنّ الرماز الصحيح مكوّن من 
الأرقام 1 و 5 و9 و9 ولكنه نسي ترتيبها. 
كم رمّازاً مختلفاً يمكن للمالك أن يكوّن من هذه الأرقام؟ 


2 





نشاط 4 تحويل العبارات المثلنية 

0 ما هى المهمة المنشودة ؟ 

نهدف إلى التعبير عن مقادير مثل "وء أو ي "صنو أو حتى + 515 ”0057 بصيغة مجموع حدود 
من الصيغة (:05)02» 6 أو csin(qz)‏ حيث 5 وء أعداد حقيقية و« و" وب أعداد طبيعية. فمثلاً 
رأينا في دراستنا السابقة أن : 22 cos‏ + دن ومع و 22 cos‏ - = ب تصلق 

تظهر أهمية هذه التحويلات خصوصاً عند حساب التوابع الأصلية» فإذا تمكَنا من كتابة التابع 
نه "دوي ”وم ج » بصيغة عبارة خطية لتوابع من النمط (نهو)ومء جد به أو (ندو)ضنة ج »» صار 
بإمكاننا حساب تابع أصلي لهذا التابع. 

© شرج الطريقة يه مثال 

لنسع إلى تحويل عبارة 5104 إلى مجموع حدود من الصيغة (:0©05)0. 


00 2 م __ 6 ّم ل م 
5 نستعمل علاقتى أويلر :س = نه دزو أو a‏ 
ي 1 


ننشر 4(-م- ”ء) باستعمال منشور ذي الحذين: 


T5. 
" 


ا أ 0 0 5 1 
ا 6e”e 2220 4e e 3i2‏ ل ت 4e3®e‏ 6 و حابن sin‏ 


= نختزل هذه الصيغة باستعمال ند /ط- )ام - ناا giku‏ ث نجمّع كل حذين ازا و e"‏ ا لنجد 


1 
د ر‎ Aix 4i) __ 21 - 2 
sin a= 6 +e “*) - 4e +e (+6) 


نستعمل علاقتي أويلر بالشكل بوم وم 2 = #ماحم + “۳ع أو نوم ہزو:2 = ع ع لنجد 


1 1 
1 ل و2 و20 - ح بو4 ومح - = )06 +22 ومح 8 — :م مم 2 ل = بن sin‏ 
8 2 8 16 








5 202 
5 فمثلا لحساب مز نكتب 
0 
ج83 5 3 1 1 3 
—sin4z — =sin 21 + =| =‏ = موه J sin"‏ 
16 0[ 8 4 32 1 


(تتطلب هذا الفقرة دراية ببحث التكامل.) 


© تطبيق 
حوّل كل عبارة مما يأتي إلى مجموع نسب مثلثية لمضاعفات 4 : 


.sinîz © جركسنوج تومه‎ © costz © 


a 








0 أثبت صحة العلاقتين 











+1 1 
E O TS 
E a 





+1 1 
E E لتر اهدر‎ 


@ م ” في كل من الحالات الآتية: 


=18Pl, © Pty =14P? ©‏ تم 
93 10 @ 12 
Pi 3 Es ©‏ © 81 - 0 1 
E 1 - 4P1 O‏ - 








ا( يلقي عشرة أصدقاء في حفل يصافح كل منهم الأشخاص التسعة الآخرين مرة واحدة فقط » فكم 
عدد المصافحات التي جرت في الحفل ؟ عمّم النتيجة السابقة إلى حالة 7 صديقاً. 
© في أحد الامتحانات يُطلب من الطالب الإجابة عن سبعة أسئلة من عشرة. 
© بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة ؟ 
© بكم طريقة يمكنه الاختيار إذا كانت الأسئلة الأربعة الأولى إجبارية ؟ 
@ ارد صف فيه إثنا عشر طاباً وثماني طالبات تاليف لجنة نشاط الصف مؤلفة من خمسة 
أشخاص. بكم لجنة مختلفة يمكن تأليفها في كل من الحالات الآتية: 
© اللجنة مؤلفة من ثلاثة طلاب وطالبتين. 
© في اللجنة طالبتان على الأكثر. 
© في اللجنة طالبتان على الأقل. 


- احسب أمثال 3م في منشور )32 + 2). 
ما آحاد وعشرات العدد "11 ؟ 


ما الحد الثابت (الذي لا يتعلق بالمتحول ») في منشور قرط + م) 
A‏ 





تع البحث معأ 
© عددأقطاس مضا حدب 


أثبت أن عدد أقطار مضلع محدب عدد رؤوسه 7 حيث 4 < «» يعطى بالعلاقة 

9# نحو الحلّ 

4 نعلم أن القطر في المضلّع هو قطعة مستقيمة تصل بين رأسين غير متجاورين. فكم قطعة مستقيمة 
تصل بين رأسين مختلفين من رؤوس المضلع يمكن أن نرسم؟ ومن بين هذه القطع كم ضلعاً 
للمضلع تجد؟ 

4 اشرح لماذا يمثل المقدار ‏ - (7) عدد الأقطار المطلوب. 

كي أنجز الحل واكتبه بلغةٍ سليمة. 


A B 
التعداد على شبكة‎ 


في الشكل المجاور نتأمّل شبكة منتظمة مرسومة في مربّع 8٥0(2‏ ۸. 
ونرغب بحساب عدد المستطيلات المرسومة في الشكل. علماً أن المربع 
مستطيل خاصٌ. 7 1 
9 نحو الحلّ 
#4 غالباً ما يكون مفيداً» عند حل مسائل التعداد» إيجاد أسلوب عملي يتيح الحصول على الأشياء التي 
نريد تعدادهاء وهذا واحد من هذه الأساليب: تحقّق أنه عندما يتقاطع مستقيمان شاقوليان مع 
# يجب أن نتيقن من تعداد جميع الأشياء المطلوبة دون استثناء ودون تكرار. لنرمز إذن إلى 
المستقيمات الشاقولية (:0 .0 .ابره ,,,) بحيث ينطبق ((41) على ه و (80) على وا . 
ولنرمز أيضاً إلى المستقيمات الأفقية (ي/.ي/,.ر!,.و/,,8,8) بحيث ينطبق (478) على ر۸ 
و(20) على ۸ . 
وعلى هذا يمكن تمثيل كل مستطيل بالشكل ([,ا,,1]8,,8,[,)0) مع (ز عد 1 و عد ). لاحظ 
أنّ الترتيب غير مهم أي إِنّ المستطيل الموافق ل ( [,18,,7,1,10,0) هو نفسه المستطيل الموافق 
ل[ ٠,۷,‏ ,,,,۸)) أو ...))«,۸,,)0,,٠,(‏ . استنتج أنّ عدد المستطيلات المنشود يساوي 
عدد أساليب اختيار مستقيمين شاقولييّن» ومستقيمين أفقيين. 
و أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


n(n — 3) 





من خواص عد د التوافيق 


في حالة عدد طبيعي . ادرس كيف تتغيّر الحدود المتتالية )۳( واستتتج أن المساواة 


0-0 
>( )كانئ ۾ = م أوم د و+م. 
9# نحو الحلّ 
4 لننظر إلى الحدود المتتالية (Dh‏ عند بعض القيم الصغيرة للعدد «. في حالة 4 = , 


نجد (1,4,6,4,1) وفي حالة 5 = م« نجد (1,5,10,10,5,1). في الحالتين: تتزايد الحدود في 
البداية ثم تتناقص. 
١‏ لمقارنة حذين متتاليين نحسب نسبتهما ونقارن هذه النسبة مع الواحد. 


® أت أن 0-7 وها 


SS 
نفترض أنّ 2 = . أثبت أنّ‎ .6 © 
وما فيوحلة محم ي (7)ه )في حالة > و‎ < )۳( 
.))77(| استنتج أن () هو أكبر أعداد التوافيق ر‎ 
0 ط. نفترض أنّ 1+ 270 = 0. أثبت أن‎ 
زر قي حالة معو‎ 2 )1( a )قي عله 2م‎ 207 


«f‏ 2181-10 اک ا 
استتتج أن ( رر ) - (0 270 ) هما أكبر أعداد التوافيق ,. |( )). 


لاال السساراة (9) -(8) قفي أن .يكين 677 =7 6= 0= 00 





في هذه الحالة يكون إثنان من الأعداد ۾ - «,م - ",م أصغر من 0 أو يساويانه. ويكونان 
من ثَمّ متساويين استناداً إلى الفقرة السابقة. 
كي أنجز الحل واكتبه بلغة سليمة 


ذا إلى الأماء @ 


9© لیک كير الحدود 0(4 + 7)1(ه + 1) = ()” حيث ٠»‏ و( عددان طبيعيان» فإذا علمت أن 
أمثال :ه تساوي 62» فما هي القيم الممكنة للمجموع 0+7 ؟ 


© يريد معلم توزيع n]‏ جائزة مختلفة على ” تلميذاً وبحيث يحصل كل تلميذ على مكافأة واحدة 
على الأقل. ما عدد النتائج المختلفة لهذه العملية ؟ 





- 





التالية: أرقامها مختلفة و مأخوذة من £ ٠‏ لا يوجد أي عدد منها من مضاعفات العدد 5» كل 
عدد منها أكبر من 20000 . فما هو عدد عناصر 272 ؟ 


© صندوق يحوي 0 کرات» 6 كرات حمراء و 3 كرات بيضاء و كرة واحداة سوداء. نسحب من 
الصندوق ثلاث كرات على التتالي مع إعادة الكرة المسحوبة في كل مرة. 

© كم عدد النتائج المختلفة لهذا السحب ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون نفسه ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة الألوان ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات ليست جميعها من لون واحد ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة حمراء واحدة على الأقل ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل كرة سوداء واحدة على الأقل ؟ 


© صندوق يحوي 10 كرات» 6 كرات حمراء و 3 كرات بيضاء و كرة واحداة سوداء. نسحب من 
الصندوق ثلاث كرات على التتالي دون إعادة الكرة المسحوبة في كل مرة. 

© كم عدد النتائج المختلفة لهذا السحب ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون نفسه ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة الألوان ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات ليست جميعها من لون واحد ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة حمراء واحدة على الأقل ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل كرة سوداء واحدة على الأقل ؟ 


© لتكن (1,2,3,...,29,30) = £ . كم عدد المجموعات الجزئية المكوّنة من ثلاثة عناصر من © 
مجموعها من مضاعفات العدد 3 ؟ 


© ليكن ,4 العدد المعرّف بالصيغة : "[3/- 2) + [0/8+ 2) = ي,ك. 
© تحقة أن يك ويا هما عددان طبيعيان. 
8 أثبت ُن A4,‏ غد طبيء ي يا كانت قيمة العدد الطبيعي . 


2 


کی ا ا مزلا بن طلم و و حمست فق ف الماع كل فق ا 
تصل بين رأسين غير متتاليين في المضلع. نفترض أننا في الحالة العامّة حيث لا تتلاقى أي 
ثلاثة أقطار في نقطة واحدة إلا إذا كانت هذه النقطة أحد رؤوس المضلع. احسب ,2 عدد نقاط 
تقاطع أقطار المضلّع بدلالة 7. يمكن البدء بتعيين ,2 و( . 
مساعدة: الجواب "+ ()). 

@ اكتب المقادير الآتية بصيغة عبارات خطية في النسب المثلثية لمضاعفات الزاوية » ثم أجب 
عن السؤال الموافق. 
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0© 3ومه» واستنتج قيمة. نيل :ه0083 | 


0 
uu .‏ „ =« 38122--:8512322 . 
© # تمزه » واستنتج قيمة ا س واا. 
tan 4‏ 0ه 
12 
© * “زوء واستنتج قيمة مل sina‏ | . 
0 
2 
@ ب «cos zx sin‏ واحسب 01 ا كصذة) وو | = (7)0 بطريقتين. 
0 





الاحتالات 


0 الاحتمالات ا مشروطة (تذكرة) 
© المتحولات العشوائية 

© الاستقلال لا حتمالي لمتحولين عشوائيين 
تع ياف لمشي الوا 








التباديل التامّة أو التخالفيات 106121186111115 


ادهش أن بخضع طلاب صفهء وعددهم و غا ولك آراد أيضيا أن 
يستفيد من إجابات الطلاب تربوياً ففكّر أن يجعلهم يصحّحون 0 إجابة بعضهم 
البعض. فقام بخلط أوراق الإجابة ثم أعاد لكل طالب ورقة إجا جابة ليصحّحها. فا 
احتال ألا يصحّح أي طالب ورقة الإجابة التي خضه ؟ 

إذا رمزنا إلى جموعة الطلاب [م,...,1.2) بالرمز ,]8 لاحظنا أن كل توزيع 
لأوراق الإجابة هو تبديل » على المجموعة ,اء إذ يُصخح الطالب ۸ اختبا 
الطالب (0)6. وعليه فإنّ فضاء العيّنة هنا هو جموعة تباديل و وعددها !2. 
نيا عاك العباديل يي لا يصحح أي طالب ورقة الإجابة التي تخضه» آي جموعة 
العاديل 2 6 التي تحقّق 6 = o)(‏ أي کا sS‏ عي با 
ا انه ا غات ورين هادة إل عددها بات نه 
.D,‏ فثلاً مكلنا ف الشكل اجاور تخالفيات أربعة 
طلاب اما اال ألا يُصحّح أي طالب ورقة 
الاختبار التي تخضه فهو إذن يساوي 28 = مم. 





و 5 57 ١‏ 
رهن أنّ ,10 يساوي أقرب عدد صحيح إلى ۾“ 
حيث © هو العدد النيبري أساس اللوغاريتم الطبيعي» ومن ثم 
EE‏ ء 
ina Pn > 5 0.36788‏ 
فإذا كانت ” كيرة بقدر كاف كان احقال ألا يُصحّح أي طالب ورقة الإجابة 
الت تخضه حوالي 37%. 





توالا 


E‏ اف 
الهدف من هذه الانطلاقة التذكير بما درسناه سابقاً. 


٠‏ لتكن ره أو ره أو ... أو ره النتائج الممكنة لتجربة عشوائية ماء فتكوّن مجموعة هذه النتائج 
( ,,ه,....ره,ره! = © فضاء العينة الموافق لهذه التجربة. نسمّي كل مجموعة جزئية من © 
حدثاً. وكذلك نسمي الحدث المؤلّف من جميع النتائج الممكنة للتجربة أي © الحدث الأكيد. 
وأخيراً نسمّي الحدث المستحيل الحدث الذي لا يحتوي على أيّة نتيجة ويقابله المجموعة الخالية: 
}1= 2 


في تجربة إلقاء حجر نرد عادي لدينا [1,2,3,4,5,6) = 2. الحدث 4 الموافق للحصول على 
نتيجة أكبر أو تساوي 4 هو المجموعة 4,5,6 . فالحصول على أية نتيجة من بين 4 و5 و6 يعني 
كك الحدك 4 
٠‏ ونسمي كلّ مجموعة جزئية مكوّنة من عنصر واحد (مثل [,ه)) حدثاً بسيطاً. نقرن بكلّ نتيجة 
(,0) (حدث بسيط) من نتائج التجربة عدداً ,م» يحقق 1 > ,م > 0 يمتّل احتمال الحصول 
على هذه النتيجة. ونكتب ,م = (,2)4. فتعرّفٌ بذلك ما يسمى قانون احتمال التجربة العشوائيّة. 
ويكون لدينا : 1 = ,م + ۰۰۰+ وم + رم. 
٠‏ وهكذاء في تجربة عشوائيّة» يكون احتمال وقوع حدث 4ء الذي نرمز إليه (2)4 مساوياً 
لمجموع احتمالات وقوع كل الأحداث البسيطة التي يتأتف منها. ففي المثال السابق 
(1206 + (۳)5 + (۳)4 = (م)م . فيكون 1= (2)0 أمّا الحدث المستحيل = فاحتمال وقوعه 
يساوي 0. 
٠‏ نقول إِنّ الأحداث البسيطة متساوية الاحتمالء أو إِنّ نتائج التجربة متساوية الاحتمال» إذا كان 
(,0)< = (ر,م)م أياً كان : و ز. وإذا كان العدد الكلي لهذه الأحداث البسيطة مساوياً ‏ كان 


شاكر وظم ركان اعفان السك 4 سای عد اتر 4 وا على عد عاضر 
n‏ 


3 ے ڪر = P)4)‏ 
n‏ عدد عناصر 


ا 





أن تكون نتائج تجربة متساوية الاحتمال هو افتراض» يُمليه علينا النص انطلاقاً من عباراء” 
مثل إلقاء حجر نرد مثالي» أو غير منحاز› أو إلقاء قطعة نقود متوازنة, أو أن نختار عشوائياً 
شيئاً من بين عدد م من الأشياء» لأنّ هذا يعني اننا لا نفضّل أحد هذه الأشياء على الأشياء 
الأخرى. ولكن في هذه الحالة يجب أن نأخذ فضاء العيّنة مكوّناً من هذه الأشياء التي عددها 
‘n‏ 

لنتأمّل صندوقاً يحتوي على خمس كراتء اثنتان بيضاوان وثلاث سود. نسحب عشوائياً كرة 
ونسجّل لونها. فإذا أخذنا الفضاء العينة (,8 ,ر8 ,,4111,177,8 = © كان احتمال أي حدث بسيط 
سانيا . كن [13 أختدا فضا اة 81 س د و دة على القن :فق فة لا ترد 
الأحدات البسيطة متساوية الاحتمال + - PW)‏ و = .P(B)‏ 


٠‏ الحدث المُعاكس '4 هو الحدث الذي يقع عندما لا يقع الحدث ٠۸‏ أي مجموعة نتائج 


8 الحدث «4 و 8» هو الحدث الذي يقع عندما يقع الحدثان 4 و‎ ٠ 


ANB 
4 7 في آن معا. وهذا الحدث يوافق المجموعة الجزئيّة 24672 أي‎ 
وعندما يكون = = 8 0 4 نقول إن الحدثين 4 و 8 منفصلان.‎ 
AUB أما الحدث «4 أو 8» فهو الحدث الذي يقع عندما يقع أحد الحدثين‎ ٠ 


4 أو 8 على الأقل. وهذا الحدث يوافق المجموعة الجزتيّة 8 لارء |" 0 
أي مجموعة نتائج التجربة التي تنتمي إلى أي من المجموعتين ۸ GD‏ 
أو 8 أو إلى كليهما. 

ترتبط احتمالات الأحداث 4 و8 و2 40 و2 40 بالعلاقة المهمة الآتية: 


P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B) 
<«(R) ويدرس 40% منهم اللغة الروسية‎ «(F) يدرس 30% من طلاب صف اللغة الفرنسية‎ 
ويدرس 6090 منهم دروس إحدى هاتين اللغتين على الأقل. فما احتمال أن يتابع طالب دروس اللغتين‎ 
في آن معاً؟ هنا 0.3 = (2)5 و 0.4 = (2)8 و 0.6 = (8 نا ۴)۴ إذن‎ 
P(F N R) = 0.3 + 0.4- 0.6 = 0.1 
نقول إنّ الحدثين 4 و 8 متنافيان إذا كانا منفصلين وعندها‎ ٠ 
P(AUB) = P(A + P(B) و‎ P(ANB) =0 
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© الاحتمالات المشروطة (تذحرة) 
1. الاحتمالالمشروط 


قال في مدرسة 45% من التلاميذ إناث (G)ء‏ و 55% منهم ذكور (8). ومن بين التلميذات هناك 
30% مقيمات في المدينة السكنية في المدرسة (7)» و7090 خارجيات مقيمات في منازلهن مع 
عائلاتهن (7). أمّا بين التلاميذ الذكور فهناك 60% منهم مقيمون في المدينة السكنية (7) و4096 
خارجيون (8). نختار عشوائياً بطاقة تعريف أحد تلاميذ المدرسة ونسجل النتيجة التي نحصل عليها 
والتي يمكن أن تكون واحدة مما يأتي: 
« تلميذة مقيمة في المدينة السكنية » و « تلميذة غير مقيمة في المدينة السكنية » 
« تلميذ مقيم في المدينة السكنية » و « تلميذ غير مقيم في المدينة السكنية ». 

يمكننا تمثيل هذا الوضع ثمثيلاً بيانياً كما في الشكل الآتي الذي نسميه تمثيلاً شجرياً: 

0 

0.55 n 

0.4 ~E 
لاحظ أن مجموع الاحتمالات المكتوبة على الفروع الصادرة من العقدة نفسها يساوي 1» وهي خاصة‎ 
صحيحة عموماً» وتُعرف باسم قانون العْقّد.‎ 
يمثل الطريق .يتلم الحدث « تعود البطاقة المسحوبة إلى تلميذة غير مقيمة في المدينة‎ 
السكنية » وهو الحدث 0.7 © فما هو احتمال هذا الحدث ؟‎ 
إذا كان 27 عدد تلاميذ المدرسةء كان عدد التلميذات 27 × 0.45 ولأنّ 70% من هؤلاء غير مقيمات في‎ 
المدينة السكنية كان عدد هؤلاء التلميذات 0.7 × 27 × 0.45» ولمًا كان سحب البطاقة يجري عشوائياً‎ 
(أي إِنّ احتمال سحب إحداها يساوي احتمال سحب الأخرى) استنتجنا أنّ احتمال 07 6 يساوي‎ 
لاحظ أنّ هذا الاحتمال يساوي جداء ضرب الأعداد المكتوبة على كل فرع من الطريق.‎ . 0.45 × 7 
إن العدد المكتوب على الفرع يله يساوي احتمال أن تكون البطاقة المسحوبة عائدة لتلميذة‎ 
أمّا العدد المكتوب على الفرع 0.2747 فيمثل احتمال أن تكون البطاقة عائدة لغير مقيم‎ »۳)6( 
في المدينة السكنية علماً أنها تعود لتلميذة أي احتمال وقوع £ علماً أنَ © قد وقع» وهو الاحتمال‎ 
الذي درسناه سابقاً. إذن 0.7 × 0.45 = (2)8/6 × (2)6 = (8 0 ©)1. لنتذگر‎ »۳)٨|( المشروط‎ 
معا:‎ 


4 





© تعريم 1 
ليكن 8 حدثاً يُحقّق 0 عد (2)8» ولنفترض أننا نعلم أنه قد وقع» عندئذ تُعرّف الاحتمال المشروط 
لوقوع حدث 4 علماً أنَ 3 قد وقع» (أو احتمال ۸4 مشروطاً بالحدث 8)» بالصيغة 
P(AN B)‏ 
P(B)‏ 
وتكتب هذه المساواة بالصيغة المفيدة أيضاً (8)ط 8(۰ |۲)۸ = (8 ۲)۸۸ . 


P(A|B) = 


1. الاستقلال الاحتمالي دن 


7 تعريم 2 


إذا كان 4 و8 حدثين في تجربة احتمالية» عندئذ نقول إن 4 و8 مستقلان احتمالياً إذا وفقط 
إذا كان (۴)8 × (م)ط = (8 م .P)4‏ 


1 النمثيل الشجرى للتجارب الاحتّمالي ةالمركبة 


نعلم أنه إذا كان ,4 و ر4 حدثين منفصلين أو متنافيين (أي = = يك 6 بك) كان 
P(A, U 4,) = P(4,) + P(A)‏ 
يمكن تعميم هذه الخاصة بسهولة إلى اجتماع 7 من الأحداث المتنافية مثنى مثنى كما يأتي: 


© مبرمنة 1 


ليكن 4 حدثاً ولنفترض أنه يساوي اجتماع أحداث منفصلة مثنى مثنى بك ويك و... ورد“ 


نتأمل صندوقاً يحتوي على عشر كرات : كرتان زرقاوان (8) وخمس كرات خضراء (6) 
وثلاث كرات حمراء (۸). نسحب عشوائياً وعلى التتالي كرتين دون إعادة» ونسجّل النتيجة التي نحصل 
عليها. نهدف إلى حساب احتمال الحدث ر8 الموافق لسحب كرة زرقاء في المرة الثانية. 


نلاحظ أنّ التجربة تجري على مرحلتين: 





المرحلة الأولى ممثلة بالفروع البنيّة الثلاثة في الشجرةء وهي توافق الأحداث ,8 « سحب كرة 
زرقاء في المرة الأولى » و,© « سحب كرة خضراء في المرة الأولى » و ,۸ « سحب كرة حمراء في 
المرة الأولى ». ولدينا 
P(B,) = 2‏ و 0.5 - (2)6 و 0.3 = P(R,)‏ 


المرحلة الثانية ممثلة بالفروع الزرقاء اللون في الشجرة وهي 


8 
2 1/9 
تبيّن جميع الإمكانات. لنضع أنفسنا عند العقدة ,8. إِنّ الاحتمال رسكنا 
02 
الواجب كتابته على الفرع رو ور هو احتمال أن نسحب كرة 
95 2 2/9 
زرقاء في المرة الثانية علماً أننا سحبنا كرة زرقاء في المرة الأولىء بك فم 
Ra 1‏ 
أي (,8|ر۳)8. نجد 1 = (,8|و1)8. ويجرى حساب الاحتمالات B,‏ 7 0 
TG e‏ 


لنتأمّل المسار ,8 م8س إئه يقود إلى الحدث 


و8 0 ,8 . إذن 


P(B, N B,) = P(B) x P(B,|B,) = 0.2 xÛ - ل‎ 
9 45 
ونجد بالمماثلة أنّ‎ 
1 
P(G, N B,) = P(G,) x P(B,|G,) = 0.5 x 0 
ده‎ 
P(R, N B,) = P(R,) x P(B|R,) = 0.3 x 9 15 


ور م۲ » وهي توافق أحداثاً متنافية» إذن 
1 1 1 1 
P(B,) = P(B, 0 B,) + P(G, N B,) + P(R, N B,) = 1 + 9 + E‏ 
" ثوافق كل عقدة حالة من حالات التجربة. 
" قانون العقد: مجموع جميع الاحتمالات المكتوبة على الفروع الصادرة من العقدة يساوي 1. 
" يمثل مسار تام بدءاً من جذر الشجرة إلى نهاية طرف نهائي فيهاء الحدث الموافق لتقاطع جميع 
الأحداث التي يمر بها المسارء وعادة تُطابق بين المسار والحدث الذي يمثله. 


a 








" إِنّ احتمال مسار يساوي جداء ضرب الاحتمالات المسجّلة على الفروع التي تكوّن هذا المسار. 
#احتمال حدث 8 يساوي مجموع احتمالات المسارات التي تقود إلى 8 . 


الصياغة الرياضياتية لهذه الخاصة الأخيرة هي كما يأتي: 


لنفترض أنّ فضاء العينة © هو اجتماع أحداث ,4 ويك و... و ,4 متنافية مثنى مثنى. عندئذ 
يمكن حساب احتمال أي حدث 8B‏ بالصيغة 


P(B) = P(4,)P(B|4,) + P(4,)P(B|4,) + ٠٠١ + P(4,)P(B|A,) 
الإثباءهم‎ 
في الحقيقة» هذا ناتج من كون الأحداث 8 0 ,4 ,...,8 0 ر4 ,8 0 بك متنافية واجتماعها يساوي‎ 
8ن‎ 
P(B) = P(A, 0 8( + P(A, N B) + ... + P(A, NB) 


ولكن (,۴)4,(۳)5|4 = (8 0 ,۳)4 وذلك مهما كان العدد / من المجموعة إم,...,1,2]. إذن 


المطلوب إثباته. 
تق ار س ا شين ی ی 


كما فعلنا في حالة المثال الذي درسناه سابقاً. تُمتّل كل عقدة حالة من حالات التجربة» وعند كل 
منها نعرف احتمالات الانتقال إلى الحالات اللاحقة. على فرع ۸ه منطلق من الجذر 
نسجّل (۳)۸ احتمال وقوع ۰۸ وعلى فرع 48 صادر من 24 ۰۸۰8 نسجّل 
(8|4) وعلى فرع 80 صادر من 8»› 0 ل #8 و4 _ و نسجّل (8 ۸ 1)0|4» 
وهكذا. 

« ليس من الضروري دوماً إنشاء الشجرة كاملة» ففي الكثير من الحالات تكون لدينا معرفة سابقة 
بالمسارات التي تقود إلى الحدث الذي نرغب بحساب احتمال وقوعه. ففي المثال السابق كنا 
نعرف أننا نحصل على كرة زرقاء في السحب الثاني بعد اتباع أحد المسارات الثلاثة الآتية 


الامجو لإنحهها. أو . اا نے أو ااا 


س 





اخبار صندوق فم كرة 


يحتوي صندوق ,] على كرة سوداء وكرتين بيضاوين» ويحتوي صندوق رل على كرتين سوداوين 
وكرتين بيضاوين وكرة حمراء واحدة. نختار عشوائياً أحد الصندوقين» ونسحب منه عشوائياً كرة. 
نسمّي 7 الحدث الموافق لسحب كرة سوداء. 
© احسب (12)8. 
© لقد سحبنا كرة سوداء اللون. ما احتمال أن نكون قد سحبناها من الصندوق ,57 ؟ 
© هذه تجربة مركبة» نختار أولاً صندوقاًء نختار منه كرة. يمكننا إنشاء تمثيل شجري لهذه التجربة, 
ولكن من غير الضروري إنشاء هذا التمثيل بالكامل» إذ ينتج الحدث 8 من المسارين 
و نے واا 
e» 8 5 53 5 5 324 1 1‏ 
ولكن = P(U,) = P(U,)‏ 0 = (8|7) لان الصندوق الأوّل يحوي ثلاث كرات واحدة منها فقط 
5207 و = (ي8|8)ط. إذن 
i.i 1.82 0‏ 
1 _ 2„ 1 8 
30 25 23 
© لقد جرى فعلاً سحب كرة سوداء» إذن وقع الحدث 2» ويمكننا صياغة السؤال المطروح كما يأتي: ما 
احتمال أن يكون ,0 قد اختير علماً أن 8 قد وقع؟ فالاحتمال المطلوب هو إذن (1)6],/8. تعريفاً لدينا 
1x1‏ 
PU |B) - P(U, N B) _ PUJP(BIU) _ } 5‏ 


P(B) P(B) 1 11 


ALE AS 


لنتأمّل التجربة المركبة الآتية: يحتوي الصندوق ,7 على حروف كلمة 5۸7۴ ويحتوي الصندوق 
رلا على حروف كلمة 002 وأخيراً يحتوي الصندوق ,67 على حروف كلمة 50115:5. نسحب عشوائياً 





حرفاً من الصندوق ,0ء ثُمَ نسحب كذلك عشوائياً حرفاً من الصندوق رل ثْمَ حرفاً من الصندوق وا. 
تسجّل الحروف التي نحصل عليها بالترتيب» ونقبل (هذا إذن افتراض) أن سحب حرف من صندوق 
مستقل عن كل نتائج السحب السابقة. 

ما احتمال وقوع الحدث : «الحصول على كلمة 508» ؟ 


2 





" يمكن البدء بإنشاء المخطط الشجري. الفرع 5ه يمثل الحدث 
5 الموافق لسحب الحرف 5 من الصندوق ,5. وانطلاقاً من 
العقدة £ هناك ثلاث فروع لاحقة ممكنة وكذلك الأمر بالنسبة إلى 


0 
ات كا 


س 


۵ حل > كا 


بقية العقد 4 و 7 و5. 





* وانطلاقاً من العقدة 0 الموافقة لسحب الحرف © من ,]» هناك أربعة فروع ممكنة توافق سحب 
أحد الحروف 5 و0 وا من ول» وكذلك الأمر بالنسبة إلى العقدتين الأخرييّن ل و۸. 


يجب أن نسجّل على الفرع 0ه 5 احتمال الحدث «سحب الحرف © من رل علماً أن £ 
قد وقع». واستناداً إلى الفرضل لا يتعلّق هذا الاحتمال بالحدث 5» فاحتمال وقوعه هو نفسه 


احتمال «سحب الحرف © من ,آ58» وذلك بقطع النظر عن وقوع الحدث 5» فهذا الاحتمال 


1 
يساوى -. 
يساوي 3 


8د قطن مذ الننافقة على جنيع قرن الشجرف: ركن .من غر الخررري .اده الت 
2 1 1 
«الحصول على كلمة 505» يوافق المسار الوحيد £ .30ہ 8 كه ومن ثمّ احتمال 


هذا الحدث يساوي .P)505( = x>‏ 


يمكننا النظر إلى نتيجة هذه التجربة المركبة بصفتها ناجمة عن توالي ثلاث تجارب بسيطة: الأولى هي 
أنّ هذه التجارب الثلاث مستقلة احتمالياًء أي إِنّ نتيجة السحب في أحدها لا تتأثر ولا تؤثر في نتائج 
التجارب الأخرى. في مثل هذه الحالة تأخذ نتيجة التجربة المركّبة الشكل (ي4.,يك.,,4) حيث ,4 هي 
نتيجة التجربة الأولى و ,4 هي نتيجة التجربة الثانية و ,4 هي نتيجة التجربة الثالثة ويكون 

P(4,, يك روك‎ ( = P(4,) x P(A,) x P(A) 
وقد رمزنا (,۳)4 إلى احتمال الحصول على النتيجة ,4 في التجربة رقم . وبالطبع يمكن تعميم هذه‎ 
المناقشة على أي عدد منه من التجارب المستقلة احتمالياً.‎ 


9 لعل أبسط مثال على تجارب مركّبة مكونة من عدد من التجارب البسيطة المستقلة احتمالياً هي 
تلك التجارب المركبة القائمة على تكرار تجارب بسيطة متماثلة عدداً من المرات» مثل تجربة تكرار إلقاء 


قطعة نقود عدداً م من المرات» أو تجربة تكرار إلقاء حجر نرد عدداً من المرات» وهكذا. 











و كيف نعرف بوجود استقلال احتمالي ؟ 

تعلم أنّ دراسة التجارب العشوائية الحقيقية تجري انطلاقاً من نماذج نظرية مُعدَة سابقاً. وعندئذ يكون 
الاستقلال الاحتمالي لبعض الأحداث من ضمن افتراضات هذا النموذج» ويجب أن ينص عليه صراحة 
عند طرح السؤال. ولكن هناك بعض الحالات المرجعية التي جرت العادة أن يكون فيها هذا الافتراض 


* تكرار إلقاء حجر نرد أو قطعة نقود عدداً من المرات. نتيجة كل مرّة لا تتأثّر بنتائج المرّات 
الأخرى. 


* إلقاء عدد من قطع النقود أو أحجار النرد. 
" السحب من صناديق مختلفة. 
* تكرار السحب من الصندوق نفسه مع الإعادة. 
إلقاء ثلاث قطع من النقود 
نتأمّل ثلاث قطع من النقود نرمز إليها ,© ويه وو». القطعة © متوازنة أمّا يه ور فهما 
متماثلتان ولكنهما غير متوازنتين. كل من احتمال ظهور 7 أو احتمال ظهور 7 في حالة القطعة 
بے يساوي أمَا في حالة القطعتين رء و وه فإنَ احتمال ظهور 7 يساوي : واحتمال ظهور 
۴ يسار د كلقي قطع النقود اللات ونسكل النتائج التي تحصل .عليه بصيخة ثلذكيات 
(وه,ره,,٤).‏ نقبل أنّ النتيجة التي تظهرها إحدى القطع مستقلة عن نتائج القطع الأخرى. ما 
احتمال وقوع الحدث 4 : «الحصول على 7 مرة واحدة فقط». 
يمكننا إنشاء التمثيل الشجري الموافق للتجربة» وقد بدأنا به في الشكل © 0 5 
المجاورء ولكن من غير المفيد إنشاءه كاملاً. ll ATF‏ 5 
من الواضح أنّ هناك ثلاثة مسارات وفقط ثلاثة تحقق الحدث ۸4. هي 17 


ولمّا كانت الأحداث : «ظهور 87 على 0» و «ظهور 7 على ,ه»» و «ظهور 7 على وع» مستقلة 
احتمالياًء استنتجنا أنّ 2 = «P(HTT) = 1» 2x2‏ ونجد بالمثل أنّ لك = P(THT) = 1» ê x2‏ 
- 2×2 ×1 = (0777)طء إذن ے = (۴)4. 





هذ تسر 


O 


يحتوي صندوق على عشرين كرة سبع منها بيضاوات اللون. نسحب منه ثلاث كرات دفعة واحدة. 
ما احتمال أن تكون الكرات الثلاث بيضاوات ؟ 











نملا عشوائياً كل خانة من الخانات الأربع الآتية | | بأحد العددين 1+ أو1-. 
احسب احتمال أن يكون المجموع مساوياً الصفر. وكذلك احتمال ألا يظهر العدد ذاته في خانتين 
متجاورتين. 


اشا إلى اقفن الشهرى المنين. كى القكل المجارر: عن 0 
/ 
الاحتمالات ۲)4 و (1<)8/4 و ۲)84 . واستتتج قيمة كل من * 


(8 م شاط و P(AN B')‏ و N B)‏ “قاط و P(A'N B')‏ کک 
B'‏ 


1 


أجب عن الأسئلة الآتية: 








* إذا کان 2 = (4) و1 = (2)8 و ے = (8 ۸ ۳)۸4 فاحسب (2)8|4 و (8إ۳)4. 

* إذا کان 2 = (5)4 و 2 = (۳)8 و2 = (8 ل ۴)4 فاحسب (۳)8|4 و (۴)4|8. 

* إذا کان 2 = (۳)4 و 2 = (۳)8|4 و4 = (۳)8|4 فاحسب (۳)8. 

* إذا کان 2 = (۳)4 و 3 = (۴)8 و 2 = (8 ۸ ۳)۸ فاحسب (1)8|4 و (۳)4|8. واحسب 


يضح مصنع ورشتين 4 و 8 لتصنيع المصابيح الكهربائية. عندما ورد طلب لعدد من المصابيح 
قدره 2000 مصباح» صتعت الورشة 4 منها 1200 مصباحاً وصتعت البقية الورشة 7 . هناك 
نسبة 4% من مصابيح الورشة 4 معطوبة» في حين تكون نسبة 3% من مصابيح الورشة 8 
معطوبة. نسحب عشوائياً مصباحاً من الطلب. نرمز بالرمز 4 إلى الحدث «المصباح مصنوع في 
الورشة 4 » وبالرمز 2 إلى الحدث «المصباح مصنوع في الورشة 8» وبالرمز 7 إلى الحدث 
«المصباح معطوب». 

© أعط تمثيلاً شجرياً للتجربة. 

© احسب احتمال أن يكون المصباح معطوباً. 

© إذا كان المصباح معطوباً فما احتمال أن يكون مصنوعاً في الورشة 4 . 

في مدرستنا يمارس 30% من الطلاب لعبة كرة المضرب. ونعلم أنّ مدرستنا تضم نسبة 60% من 
الذكورء وأنّ 55% من هؤلاء لا يلعبون لعبة كرة المضرب. ما احتمال أن تكون طالبة مُختارة 
عشوائياً من بين طالبات المدرسة من بين اللاتي لا يمارسن لعبة كرة المضرب؟ 


١6 











© المتحولات العشوائية 
3 عرف 


من الشائع ربط كل نتيجة في تجربة عشوائيّة بعدد حقيقي. ومفهوم المتحوّل العشوائيّ هو الصياغة 
الاحتماليّة لهذه الحالة. 


نلقي ثلاث قطع نقود متوازنة مرقمة 1 و2 و 3. ونسجّل الوجه الظاهر 
لكل قطعة. نختار مجموعة النتائج الممكنة 2 فضاء العيّنة لهذه 
التجربة. لنتخيّل لعبة تقضي بربح ليرة واحدة كلما ظهر الوجه 7 
وبخسارة ليرة كلّما ظهر الوجه 7 . يُسمّى التابع × الذي يقرن بكل 
نتيجة الربح (موجباً كان أو سالباً)» متحولاً عشوائيّاً على ©. 


© تعريوم 3 


ليكن © فضاء العينة لتجربة عشوائيّة. نُسمّي متحؤلاً عشوائيّاً كلّ تابع معتف على © ويأخذ 





Ww‏ قانون الاحثمالء التوقع» التبابن 


لنرجع إلى المثال السابق» ولنبحث عن احتمال الحدث «ربح ليرة واحدة» الذي نرمز إليه بالرمز 


(1 = ). يقع هذا الحدث عندما تكون نتيجة التجربة واحدة من النتائج 7117 أو THT‏ أو HTT‏ 


ان :3ك 37 عق الت | 11112817777 حار من ا ونا 5 = (مم. إذن احتمال 


“X =1‏ الذي نرمز إليه بالرمز (1= )1 يساوي + يمثل الجدول الآتي قانون احتمال 2 . 
3 1 1- 3- 2 
35 5 1اووحجوم 
8 8 8 8 











9 المتحوّل العشوائيّ ليس متحولاً بل هو تابع! وفي نظريّة الاحتمالات تكون قيم هذا التابع أعداداً. 
نستخدم عادةً الرموز ...,2 ,0,77 للدلالة على المتحوّلات العشوائيّة. 


١0 














بوجه عام» إذا كان 1 متحولاً عشوائياً معرّفاً على فضاء العينة © لتجربة عشوائيّة. واذا رمزنا 
بالرمز 7 إلى مجموعة قيم ×: ١‏ ,,,....رته,.,ه] = 1 وبالرمز م إلى احتمال الحدث «يأخذ × 


7 تعرينم 4 


ليكن ل متحولاً عشوائياً مجموعة قيمه [,»,...,ر»,,») = 1» قانون احتمال المتحوّل العشوائي 
× هو التابع المعتف على 7 ويقرن بكل :نه من 7 العدد /م = (,ه = خ2)طا. 
نمثّل هذا القانون بجدول من الشكل الآتي : 


3 2 و3‎ Tn 
/ 


PX ح‎ (| 2 P2 ٠5 Pm 








7 تعريوم 5 


ليكن × متحولاً عشوائياً مجموعة قيمه (,,نه,...,رنه,ره) = 1» وليكن م = (رنه = ٭)۳. 
* التوقّع الرياضي للمتحوّل العشوائي × هو 








m 
(KX) - 22 E Zn D7 
رك‎ 


" تباين المتحوّل العشوائي × هو 


V(X) = (a, - B(X)) p +... + (a, ~B(X)) رام‎ = ١ () به‎ - B(X)) r, 


1-1 


* الانحراف المعياري للمتحوّل العشوائي × هو (×)۷/ = (0)76. 


© خاصّة 


يُحسب تباين المتحوّل العشوائي × أيضاً بالصيغة المُكافئة 


























V(X) = (ap! A eê AF 70) ج‎ ( 26 = 2 3P; - (E(X)) 


في الحقيقةء يكفي أن ننشر التربيع : 
E(%)) = a? - 22, B(X) + (B(X))‏ - بنه) 


1 


ثم نضرب الطرفين بالاحتمال /م ونجمع جميع المساويات الناتجة. 












































ليكن × متحولاً عشوائياً. 

ف كيف نحسب (رنه = ))۴ ؟ 

" الصيغة (,» = ×) لا تعبّر عن مساواة» ولكتها رمز يستعمل في الاحتمالات للدلالة على 
الحدث: « قيمة ل تساوي بنه». 

# لحساب (به = )1 نبحث عن المجموعة الجزتيّة 4 من 9 (فضاء العينة للتجربة 
العشوائيّة)» التي تحتوي على النتائج التي صورتها وفق × هي ,د. فالحدث ۸ هو 
(بنه = ) نفسهء وعندها (ے = )۴ = (م)ط. 


لتعن } 6 بي6 روه روه %1{ = © وليكن × المتحوّل العشوائي المعّف على © كما يأتي 
3- = (,4)× و 0 = (ر4)× و 3- = (وه)ا و0 = (يهال و1 = (ج2)0 

إذن مجموعة قيم × هي 3,0,1-] = 1. لحساب (0 = ×)۳. نلاحظ أنّ النتائج التي صورة كل 

منها وفق × تساوي 0 هي ره و ړه. إذن ( ړه,ره) = (0 = ×). فإذا كانت نتائج 0 متساوية 

الاحتمال كان < = (0 - )۴. 


وص أتوجد علاقة بين التوقع الرياضي وأمل الربح في لعبة ما ؟ 


" إِنّ التوقع الرياضي كائنٌ رياضيّ وليس مقدار الربح المتوقع في لعبة ما. يمكننا تخيّل لاعبين 
يلعبان بحظوظ متساوية ولكن الأوّل يربح والثاني يخسر إذا لعبا مرّة واحدة. ما يمكن قوله هو أنّه 
إذا تكرّرت اللعبة عدداً كبيراً من المرات» فإنَ أمل الربح يصبح قريباً من التوقع الرياضي. 


حساب توقع متحوّل عشوائي 
تقضي لعبة إلقاء حجر نرد مثاليّ بربح ليرتين إذا أظهر النرد الرقمَ 1» وبربح ليرة واحدة إذا أظهر 
الرقم ٠2‏ وبخسارة ليرة واحدة في الحالات الأخرى. ما هو التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي 
الموافق لهذه اللعبة ؟ 

مجموعة النتائج الممكنة في اللعبة هي (1,2,3,4,5,6] = 2» وهذه النتائج متساوية الاحتمال لأن النرد 

مثالي. المتحوّل العشوائي × معرّف على © وفق: 


.X(3) = X(4) ع‎ X(5) = X(6) = -1 و‎ X(2) =1 و‎ X(1) =2 


لحساب توقع × علينا تعيين قانونه الاحتماليّ. الحدث (1 = ) ليس إلا المجموعة الجزئِيّة [2) من 


00 وهي حدث بسيط «ظهور 2»»› وعليه > - )= PX‏ كذلك < = (2 = بنط . الحدث 








3 1 2 1 
EE 
ومنه‎ 
.B(%) = 2» 11x2 + (1< - -2 


ولمّا كان التوقع سالباً. نخمّن أنه إذا لعب اللاعب عدداً كبيراً من المرات فهو سيخسر. 


هذ تدر 

© نلقي حجر نرد متوازن وجوهه مرقمة من 1 إلى 6. نحصل على درجة واحدة إذا ظهر الوجه 1» 
ونحصل على ست درجات إذا ظهر الوجه ٠6‏ ونخسر درجتين في بقية الحالات. ليكن × 
المتحوّل العشوائي الذي يمثل الدرجة التي نحصل عليها. اكتب القانون الاحتمالي للمتحول 
العشوائي ×» واحسب كلاً من ()8 و ()۷. 

© يحتوي صندوق على خمس كرات: ثلاث كرات سوداء اللون» وكرتان بيضاوان. نسحب عشوائياً 
وفي آن معاً كرتين من الصندوق. ونسمّي × المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة سحب 
عدد الكرات البيضاء المسحوبة. عيّن مجموعة قيم 1 » واكتب قانونه الاحتمالي» واحسب توقعه 








وتباينه. 

© أعد السؤال السابق بافتراض أن السحب يجري على التتالي ودون إعادة. 

@ يحتوي صندوق على خمس كرات: اثنتان تحملان الرقم 1 واثنتان تحملان الرقم 2 وواحدة تحمل 
الرقم 3. نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من الصندوق. ونسمّي × المتحوّل العشوائي الذي 
يقرن بكل نتيجة سحب مجموع أرقام الكرتين المسحوبتين. عيّن مجموعة قيم ×› واكتب قانونه 
الاحتمالي» واحسب توقعه وتباينه. 

© أعد السؤال السابق بافتراض أن السحب يجري على التتالي ودون إعادة. 

© ثلقي حجر نرد متوازن مرتين متتاليتين ونسجل رقمي الوجهين الظاهرين. ليكن × المتحوّل 
العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة مجموع رقمي الوجهين الظاهرين. اكتب القانون الاحتمالي 
للمتحول العشوائي × واحسب توقعه وتباينه وانحرافه المعياري. 























© الاستقلال الاحتمالي لمتحولين عشوائيين 
3. تعر بف القانون الاحتمالى ازوج من المتحولات العشوائية 


لنتأمّل التجربة الآتية: لدينا صندوق يحتوي على ثلاث كرات واحدة حمراء تحمل الرقم 1 واثنتان زرقاوان 
تحملان الرقمين 2 و3. نسحب من الصندوق عشوائياً كرتين على التتالي مع الإعادة. ولتكن © 
مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة. 
" نعرّف على © المتحوّل العشوائي × الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة عدد الكرات الزرقاء 
المسحوبة. إذن يأخذ × قيمه في المجموعة (0,1,2) = 1 . 
ونعرّف على © أيضاً المتحؤل العشوائي ۲ الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة مجموع رقمي الكرتين 
المسحوبتين. يأخذ ۲ قيمه في المجموعة (2,3,4,5,6) = 7.. فمثلاً إذا كانت نتيجة السحب 
(2,1) أي سحبنا في المرة الأولى الكرة التي تحمل الرقم 2 وفي المرة الثانية الكرة التي تحمل الرقم 
1 أخذ × القيمة 1 = ,به وأخذ ۲ القيمة 3 = 2 +1 ح ول. 
إنّ تعريف قانون الزوج (۲,×) يعني إعطاء احتمالات جميع الأحداث (ر» = 7) 0( = )» 
حيث ,نه من 7 ورن من J‏ أي ((رو = 0)۲ (بنه = 2))76 = ,,م. عادة نعرض هذه الاحتمالات 
في جدول ذي مدخلين: فنكتب في العمود القيم ,: التي يأخذها ء وفي السطر القيم رو التي يأخذها 
لاء ونضع في الخانة الواقعة عند تقاطع السطر ,2 والعمود ,ر العدد , ,م الذي يمثل احتمال وقوع 
الت ( ر = 7017 = ). 
فمثلاً الحدث (2 = ۲) يقع فقطء وفقط إذاء جرى سحب الكرة التي تحمل الرقم 1 في المرة الأولى 
والكرة ذاتها في المرة الثانية» إذن 
(XX =20(Y =2) = 2‏ ,2ح (2 - (X=0NY =2 - +1)1,1((, (X=DNY‏ 
وعليه + = ووم و0 = ورم و 0 = ووم. 


أمَا الحدث (4 = 2(0)7 = ×) فهو يوافق سحب كرتين زرقاوين 


مجموع رقميهما يساوي 4 فهو إذن الحدث ((1)2,2 واحتمال وقوعه 6 5 4 3 2 1 
يساوي + = ,يم. وإذا تأمّلنا الحدث (4 - 1(0)۲=×) فهو |0 0 0 0 5| 0 
1 : 00 0 0 2 2 0 1 
يراق ا ی اوا ر | ی ر و 

9 9 9 








رقميهما يساوي 4 إذن [(0,3(,)3,1] = (4 = ۲) 1(۸= *)» 
وعليه 2 = ,م . وهكذا نحصل على قانون الزوج (۲,×) ممثلاً في الجدول المجاور. 


a 














ليكن × و ۲ متحولين عشوائيين معرّفين على فضاء العينة ذاته ©. يأخذ × القيم ,نه و ينه 


و... و ,ت ويأخذ ۲ القيم ,و وين و ... و,,. إِنّ تعريف قانون الزوج (۲,×) هو إعطاء 
الأحشال:, بو+ لكل حدث ( رن = )4(0 = )انمه 


3. الاستقلال الاحتّماليللتحولين × و 7 


© تعريم 7 
نقول إِنّ المتحولين العشوائيين × و7 مستقلان احتمالياً إذا كان الحدثان (ببه = *×) 
و( رو = ۲) مستقلين احتمالياً أياً كان + وز. هذا يعني أنه مهما كان + وز كان 
y;)) = P(X = 3, x P(Y = yj)‏ = 0ل ره = P((X‏ 
أي ايوخ و حيث و = )8 = و و زروت =P‏ م 
گرگ کیف يمكننا الحصول على قانون كل من × و ۲ انطلاقاً من قانون الزوج (۷,) ؟ 
* لنتأمّل المثال السابق» عند جمع عناصر السطر الثاني مثلاً نحصل على 4 وهو احتمال (1 = ٭) 
لأنّ هذا المجموع يساوي» في الحقيقة» مجموع احتمالات الأحداث 
لم308 راك الا وبي 1ك اررق اراك :3 
حيث (5 = ۲) = ,8 ولكنّ الأحداث ,8 ,...,و8 ,ر8 تؤلّف تجزئة للفضاء © بأحداث منفصلة 
مثنى مثنىء ومن ثَمّ إذا استفدنا من المبرهنة 1 استنتجنا أنّ (1 = )1 يساوي مجموع احتمالات 
الأحداث (,8 1(۸ = 2))36. وهكذا نحصل على قيم (,» = )1 = ,مم عن طريق جمع عناصر 
الأسطر. ونحصل على قيم (,« = ۴)۲ = /م بجمع عناصر الأعمدة. ويمكننا أن نكتب هذين 
القانونين على هامش الجدول السابق. لذلك نسميهما القانونين الهامشيين. 
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* ولكن عموماًء لا يمكننا استنتاج قانون الزوج (۲,×) انطلاقاً من قانوتي × و ۲. هذا ممكنٌ فقط 
في حالة کون × و ۲ مستقلين. 

ودس كيف يمكننا معرفة إذا كان متحولان عشوائيان مستقلين احتمالياً ؟ 
بمقارنة الجداء /م × ,م بالمقدار ,,م. فبعد إنشاء الجدول الذي يعطي قانون الاحتمال للزوج (۷,×)ء 
نتمّمه بإضافة العمود الذي يعطي قانون ‏ والسطر الذي يعطي قانون ۲› ثُمّ نتبيّن أيساوي العدد 
المسجّل في خانة (,:,,) جداء الضرب /م × ,م أو لا يساويه. 

© فإذا تحققت المساواة عند كل 1 ورء كان المتحولان × و ۲ مستقلين احثمالياً. 

© وإذا لم تتحق المساواة عند واحد على الأقل من الأزواج (1,7) كان المتحولان × و ۲ غير 

مستقلين احتمالياً. 

فمثلاً في حالة المثال السابق ررم - 1 


ع 


= رم × رم فالمتحولان × و ۲ ليسا مستقلين احتمالياً. 


براك 


هذ تدر 

© نجد في الجدول المجاور القانون الاحتمالي 
لزوج (۲,×) من المتحولات العشوائية» أكمله 
وبيّن إذا كان المتحولان العشوائيان × و۷۲ 
مستقليق احتمالياً. 


© أكمل الجدول المجاور الذي يمثل القانون 
الاحتمالي لزوج من المتحولات العشوائية 
الآيقاء كفا أن المتهولين. العشواتنين. ± 
و١‏ مسقن احتمالياً: 

© ثلقي حجري نرد متوازنين. ليكن × المتحوّل العشوائي الذي يمثل مجموع رقمي الوجهين 
الظاهرين» وليكن ۲ المتحوّل العشوائي الذي يمثل أصغر هذين الرقمين. اكتب الجدول الذي 
يمثل القانون الاحتمالي للزوج (7,): واستنتج القانون الاحتمالي لكل من و ۲» واحسب 
توقع وتباين كل من × و 1. أيكون × و ۲ مستقلين احتمالياً؟ 





© المتحولات العشوائية الحدانية 
4.. التجارب البررولية 


عندما نهتم في تجربة عشوائية ما فقط بوقوع حدث محدد بعينه £ نطلق على هذه التجربة اسم 
اختبار برنوليّ (نسبة إلى يعقوب برنولي 1[111اممنء8 طمعول). 


}19,8 = فضاءً للعينة» حيث 9 هو الحدث «عدم ظهور العدد 6». 
وعندما نُجري عدداً ” من الاختبارات البرنوليةء كل واحد منها يجري في الشروط نفسها وبحيث لا 
تتأثر نتيجة أحدها سواء كانت $ أو 8 بنتائج الاختبارات التي سبقت» نقول إننا أمام تجربة برنوليّة. 


نلقي حجر نرد متوازن ثلاث مرات على التتالي ونهتم في كل مرة فقط بوقوع الحدث $ الآتي 
«ظهور العدد 6». إذن 2= (2)5 و 5 -2)57. لنضع 2= م وة = و. ولنتأمّل التمثيل 
الشجري المواقق لهذه التجربة. 


الاحتمال نتيجة التجربة الإلقاء الثالث الإلقاء الثاني الإلقاء الأول 


9 5 555 03 
5 ب ا‎ SSS pq 
لقن‎ 2 6 S5'S pq 
6 6 
< د بحم‎ 1 
q8 2 تسا بيو‎ 555 pq 
q 5 SSS’ pq 
4 6 SSS 
3 P4 
ل‎ 0 0 


نتائج التجربة كلمات مكوّنة من ثلاثة حروف مأخوذة من المجموعة 15,57 . ولقد وضعنا احتمال 
الحصول على أي منها باتباع قواعد التمثيل الشجري. لاحظ أنّ لجميع هذه الاحتمالات صيغة من 
الشكل * "م حيث يمثّل العدد # عدد الحروف £ في كل كلمة تمثل نتيجة لتجربة. 


١0 








* لنرمز بالرمز × إلى المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة عدد الحروف 5, في الكلمة 
التي تمثّل هذه النتيجة. لنحسب مثلاً (2 = )۴ إِنّ (2 = ×) هو الحدث 555,555,555{ 
ومنه 

76 -ح P(X = 2) = P(SSS') + P(S5'S) + P(S'SS)‏ 
لاحظ أنّ 3 هو عدد النتائج التي تُحقّق (2 = ×) وأنّ (7) = 3. يمكن تعليل ذلك بملاحظة أنّ 
نتيجة تُحقّق (2 = ×) هي كلمة تحتوي على الحرف £ في موقعين وعلى 5 في الموقع الثالث. 
وللحصول على كلمة كهذه علينا ملء ثلاث خانات مرقمة فنختار اثنتين منها لوضع الحرف ١‏ فيهما 
فكم خياراً ممكناً لمجموعة جزئية ذات عنصرين يمكننا أن نختار من مجموعة تحوي ثلاثة عناصر؟ لدينا 
تحديداً (2) = 3 خياراً ممكناً. إذن * "و"م() = 4م(2) = (2 = ×)۳ حيث 2= م و3 = 0. 


34 القانون ا لحد اني 


* لنتأمّل تجربة برنوليّة مؤلّفة من تكرار 7 اختبار برنولي. يمكن تمثيل نتيجة هذه التجربة بكلمة 
مؤلفة من 7 حرفاً مأخوذ كل منها من المجموعة /5,5). لنرمز م إلى احتمال وقوع الحدث 
ون إلى احتمال الحدث المتمّم “5 . إذن م- ]1ع .4g‏ 


إذا احتوت الكلمة (القائمة) على ۸ حرف 5» ومن ثَمّ على # - 7 حرف '6» فإنّ احتمال 
النتيجة المُمَثَلََ بهذه الكلمة يساوي * "يم . 


* لنرمز بالرمز × إلى المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة عدد الحروف ١‏ في الكلمة التي 
تمتّل هذه النتيجة. يأخذ × قيمه في المجموعة (10,1,2,...,2. 


لنحسب احتمال الحدث (8 = ×). إِنّ نتائج التجربة التي تُحقّق هذا الحدث هي النتائج التي يمكن 
تمثيل كل منها بكلمة تحوي ۸ حرف , و( - 7 حرف “5,. للحصول على كلمة من هذا النوع 
يمكننا ترقيم 7 خانة ثُمّ نختار منها # خانة لوضع الحرف $£ فيهاء (ووضع , في بقية 
الخانات). هناك (,) كلمة ممكنة» فهناك إذن (م) نتيجة ممكنة في الحدث (6 = *٭). 
واحتمال كل واحد من هذه الأحداث البسيطة يساوي * ”وم . إذن 


P(X = k) = RT k = 0,1..." 


نقول إنّ المتحوّل العشوائي × يتبع قانوناً حدانياً بوسيطين ” وم عندما يتحقّق الشرطان 
الآتيان: 
× يأخذ قيمه في المجموعة (10,1,...,2. 


* وأيّاً كان العدد الطبيعي م حيث ٠‏ > ۾ > 0 كان “-”وام(/ ) = (8 = 16)ط . 
نرمز عادة إلى هذا القانون بالرمز (15)7,5. 
تثبت لنا المناقشة التي سبقت التعريف السابق صحة المبرهنة الآتية : 
چ هبرهزة 5 
في تجربة برنولية مؤلفة من تكرار عدد 7 من الاختبارات البرنولية المستقلة احتمالياً والمتماثلة؛ 


يتبع المتحوّل العشوائي» الذي يحصي عدد المرات التي يقع فيها حدث مُستهدف 5 احتمال وقوعه 
م على مدى 7 اخقبار» قائوناً حذائياً وسيطاه 7 وم أي .B(n,p)‏ 








V(X) = np1— و (م‎ B(X) = np 
الإنباته (مترك لقراءة ثانية)‎ 


لاحظ أولاً أنه إذا وضعنا كالعادة م -1 = ي كان لدينا 
x P(X = n)‏ م + ...+ P(X = Rk)‏ »م + ...+ )1= 0x<xP(X =0) +1x<P(X‏ = رماس 








- 0 + e وا و لإ ...نك‎ 4 nf )p" 
ولكن في حالة « > ۸ > 1 لدينا‎ 
ام‎ - kx =" ا‎ e 


 (F-1)!((n-1)-— (F—1))‏ !م مام 

إذن 
k_n—k 1-1 n‏ 1-1 1-1 1-1 0 
«(_ مام ...+ وم( _ مام ...+ 0 0 B(X) = n(‏ 


= أده‎ ) "o Jp" م و‎ e (Dp 4°) 








س 
q)" 1 = np‏ + م) np x‏ = 
ويمكن بالمثل إثبات الجزء المتعلّق بالتباين. 


























عزني مغل على تجارب برنولية ؟ 


* السحب المتتالي مع الإعادة. لنتأمل مثلاً صندوقاً يحتوي على مئة كرة؛ عشر كرات بيضاوات» 
وثلاثين كرة خضراءء وأربعين كرة حمراء» وعشرين كرة صفراء. تُجري ثلاث عمليات سحب لكرة 
من الصندوق مع الإعادة. ونهتم فقط بالحدث £ : «سحب كرة بيضاء». 
النموذج النظري لهذه التجربة هو تجربة برنولي» فهي تكرار لثلاث اختبارات برنولية مستقلة 
احتمالياً ومتماثلة. يتمثّل الاختبار الواحد بسحب كرة وتبيان كونها بيضاء اللون. 

إلقاء عدد من قطع النقود (أو أحجار النرد) المرقمة المتمائلة في آن معاً. النموذج النظري هنا 
أيضاً تجربة برنولي» إذ نقبل أنه يمكن الحصول عند الإلقاء في آن معاً على النتيجة ذاتها التي 
نحصل عليها بتكرار اختبارات برنولية مستقلة احتمالياً ومتماثلة. الاختبار البرنولي في هذه الحالة 
هو إلقاء قطعة واحدة. 


و متى نستعمل القانون الحدّاني ؟ 


في كل مرّة نواجه فيها مسألة حساب احتمال تحقّق حدث $£ عدداً ۸ من المرات» عند تكرار 
اختبار عشوائي على نحو مستقل احتمالياً عدداً 7 من المرات. 


إلقاء عدد من قطع النقود في آن معاً 


نلقي خمس قطع نقود متوازنة في آن معاً. ما احتمال الحصول على الوجه 17 ثلاث مرات فقط ؟ 


كما ذكرنا سابقاًء تُكافئ هذه التجربة إلقاء قطعة النقود ذاتها خمس مرات متتالية» ولمّا كانت قطع النقود 
متوازنة كان احتمال الحصول على الوجه 77 مساوياً 4 وعليه فإنَ احتمال الحصول على الوجه 77 


2 2 
المرور بالحدث المتمّم 


نلقي ست مرات حجر نرد مثالي. وليكن 4 الحدث «الحصول مرتين على الأقل على 5 أو6». 
فما احتمال وقوع الحدث ۸4؟ 


5 








هنا أيضاً لدينا نموذج تجربة برنوليّة» الاختبار البرنولي هو إلقاء حجر نردء إذ يتحقق "النجاح' £ عند 
ظهور 5 أو 6. ولأنَ حجر النرد مثالي لدينا 1 = 2 = م = (2)5. أمّا المتحوّل العشوائي > الذي 
يعطي عدد النجاحات في هذه التجربة فهو يتبع قانوناً برنولياً وسيطاه 6 = م و1 - م. 

عندما يحتوي تعريف حدث 4 على صيغة من النمط "على الأقل". فغالباً ما يكون من المفضّل حساب 
احتمال الحدث المتمّم '4.. هنا الحدث '4 هو اجتماع الأحداث «عدم الحصول على 5 أو6» 
و«الحصول على 5 أو 6 مرة واحدة فقط» فهو إذن اجتماع الحدثين المنفصلين (0 = ) و(1= ×). 
ولكن 


إذن 


© يحتوي صندوق على كرات حمراء وكرات بيضاء. عدد الكرات الحمراء يساوي ثلاثة أضعاف عدد 
الكرات البيضاء. 
© نسحب عشوائياً كرةء ما احتمال أن تكون حمراء اللون ؟ 
© نسحب من الصندوق ثلاث كرات على التتالي ومع الإعادة. ونعرتف × المتحوّل العشوائي 
الذي يدل على عدد الكرات الحمراء المسحوبة أثناء عمليات السحب الثلاث. ما القانون 
الاحتمالي للمتحول العشوائي ×. 
© ثلقي حجر نرد متوازن ست مرات متتالية. ما احتمال الحصول على العدد 6 ثلاث مرات وفقط 
ثلاث مرات؟ 
© للقي حجر نرد متوازن ثماني مرات متتالية. ليكن 4 الحدث: «الحصول على عدد زوجي ثلاث 
مرات على الأقل». ما احتمال ۸ ؟ 
® يتواجه لاعبان 4 و 8 في لعبة كرة المضرب في مباراة مكونة من تسعة أدوار. يكسب 4 الدور 
الواحد باحتمال يساوي 0.6. يربح المباراة اللاعب الذي يكسب أكبر عدد من الأدوار. ما احتمال 


أن يربح 8 المباراة ؟ 








ه في حالة 0 ع (۳)8» يرتبط الاحتمال المشروط «4 علماً 8» الذي نرمز إليه (418) 
والاحتمالين (2)8 و (8 م 4)ط بالعلاقة : (8)< × (8إلم)ط = (8 0 .P)4‏ 

# يُعبّر عن الاستقلال الاحتمالي لحدثين 4 و 8 بالعلاقة (2)8 × (۳)4 = (8 ۸ 4)ط . 

# في حالة تمثيل شجري لتجربة عشوائية: 
© يُعبّر مسار كامل عن تقاطع جميع الأحداث التي يمر بها المسار. 
يعطي جداء ضرب الاحتمالات المكتوبة على مسار احتمال الحدث التي يمثله المسار. 
- إذا حققت عدة مسارات الحدثت 4 كان مجموع احتمالاتها مساوياً احتمال الحدث 4 . 
© إذا كانت التجربة مؤلقة من تتابع تجارب بسيطة مستقلة» يكفي أن نكتب على الفرع ٥ه‏ 8 

احتمال وقوع © أي (2)0. 

# يؤول الاستقلال الاحتمالي لمتحولين عشوائيين × و ۲ إلى الاستقلال الاحتمالي لجميع الأحداث 

(,:ه = *) و (رن = ۲). ولتحديد ذلك نُنشئ جدول القانون الاحتمالي للزوج (۲,×) 


3 

f‏ منعكسات يجب امتلاكها 

8 عند حساب احتمال حدث من النمط «4 و 2» يمكن استعمال عدد من الصيغ: 
x P(B) °‏ (8م)ط = (8 م P)4‏ في حالة 0 ± (8). 
P)8|4( × P)4( °‏ = (8 م P)4‏ في حالة 0 ± .P)4(‏ 
° (8)« × (۳)4 = (8 ۸ ۳)۸4 في حالة كون الحدثين 4 و8 مستقلين احتمالياً. 

# ليس من الضروري دوماً إنشاء كامل التمثيل الشجري لتجربة احتمالية مركبةء يمكننا الاكتفاء بإنشاء 
المسارات التي تهمنا. 

* تحقّق من حساباتك» ففي حالة التمثيل الشجريء مجموع الاحتمالات على جميع الفروع الصادرة من 
عقدة يساوي الواحد. 


A‏ أخطاءٌ يجب تجثبها 

لا تكتب (8)< + (۳)۸ = (8 ل ۳)۸» قبل أن تتيقن أنّ الحدثين ۸ و 8 متنافيان أو منفصلان 
أي © ANB=‏ 

# إنّ المساواة (2)4(.2)8 = (8 6 ۴)4 صحيحة فقط إذا كان الحدثان 4 و 8 مستقلين احتمالياً 
ردنك لان ابنتساتيا ر و ا من كو ان از وو قان اا 





نشاط 1 إنشاء واستعمال التمثيل الشجري 

0 السحب مع الإعادةوبدونهأ 

يحتوي صندوق على ثلاثة حروف ۸ وحرفين اثنين 15. 

التجربة الأول. نسحب عشوائياً حرفاً من الصندوق ونسجّل النتيجة ثُمّ تُعيده إلى الصندوق ونسحب حرفاً 
ثانياً ونسجّل النتيجة. 

التجربة الثانية. نسحب عشوائياً وعلى التتالي حرفين من الصندوق واحداً إثر الآخر دون إعادة ونسجّل 
النتيجة بترتيب السحب. 


اشرح التمثيلين الشجريين الآتيين: 


التجربة الأولى التجربة الثانية 


= 
دت| 
5 


ONS, 
E) 


ما احتمال الحصول على ۸۸4 في التجربة الأولى؟ وماذا يساوي احتمال هذا الحدث في التجربة الثانية؟ 
© اخئياس صندوقٌ ثم سحب كرة 

تتألف التجربة من مرحلتين» نختار عشوائياً واحداً من الصناديق الثلاثة المبينة في الشكل» ثُمّ نختار منه 
كرة. ولقد أنشأنا التمثيل الشجري الموافق لهذه التجربة. اشرح هذا الإنشاء ثُمّ أعط احتمال الحدث: 


«سحب كرة زرقاء اللون». واذا كانت نتيجة السحب كرة زرقاء فما احتمال أن تكون مسحوبة من 
الصندوق ©؟ 








ند 2 فحص الأمراض 

يُصيبُ مرضٌ نسبة 10% من السكان. يُتيح اختباز اكتشاف إذا كان شخصٌ مصاباً بهذا المرض. 
يجب أن تكون نتيجة الاختبار إيجابية في حال كون الشخص مصاباً. ولكن احتمال أن تكون النتيجة 
إيجابية مع كون الشخص الخاضع للاختبار غير مصاب بالمرض يساوي 0.008. أمّا احتمال أن تكون 
نتيجة الاختبار سلبية على الرغم من كون الشخص الخاضع للاختبار مصاباً فيساوي 0.02. 

لنرمز بالرمز 14 إلى الحدث «الشخص مصاب بالمرض»» وبالرمز 7 إلى الحدث «نتيجة 
الاختبار إيجابية». نختار شخصاً عشوائياً. 

© أنشئ تمثيلاً شجرياً مُحدّداً عليه الاحتمالات المعطاة في النص. 

© احسب احتمال أن يكون الشخص غير مصاب بالمرض ومع ذلك نتيجة اختباره إيجابية. 

© احسب احتمال أن تكون نتيجة الاختبار سلبية ومع ذلك الشخص مصاب بالمرض. 


حالة شخص مصاب بالمرض ونتيجة سلبية في حالة شخص غير مصاب بالمرض. 
© أجب عن الأسئلة السابقة ذاتها بافتراض أن المرض يصيب نسبة 30% من السكان. 
© عمّم النتائج السابقة بافتراض أنّ احتمال الإصابة بالمرض يساوي م . 


د 3 متحولات عشوائية واحتمالات مشروطة 
ليكن × المتحوّل العشوائي الذي يمثل عدد زبائن محطة لتوزيع الوقود في فترة خمس دقائق. 
نفترض أنّ عدد الزبائن هذا لا يتجاوز 2. أمّا القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي × فهو كما يأتي: 


k 0 1 2 
P(X =k) 0.1 0.5 0.4 











يشتري كل زبون إما البنزين أو المازوت. احتمال أن يشتري الزبون البنزين يساوي 0.4 واحتمال أن 
يشتري المازوت 0.6. إِنَ ما يشتريه الزبون مستقل عما يشتريه الزبائن الآخرون وعن عدد الزبائن. 
لنرمز بالرمز ,0 إلى الحدث (۸ = ×) تسهيلاً للكتابة» ولنرمز بالرمز £ إلى الحدث هي خمس 
دقائق يشتري زبونٌ» وزبون واحد فقطء البنزين». استعن بتمثيل شجري أو بأي أسلوب آخر في الإجابة 
عن الأسئلة الآتية: 
© . احسب (8 0 ,۳)0 . 
. علّل لماذا 0.48 = (,2)8|0» واستنتج (8 0 ي12)0. 


». استنتج مما سبق قيمة (1)8. 














© ليكن ۲ المتحوّل العشوائي الذي يعطي عدد الزبائن الذين يشترون البنزين في خمس 
دقائق. 
+. ما هي القيم التي يأخذها ”7 ؟ 
7. اكتب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي ۲. 
». اكتب في جدول القانون الاحتمالي للزوج (۲,×). 
#. أيكون المتحولان العشوائيان × و ۶ مستقلين احثمالياً ؟ 


نشاط 4 التوازن الصبغي 


نتأمّل مورثة تحمل أليلّيْن 4 و ه. نقول إن نبتة متماثلة الألائل عندما تحتوي على الأليلين ذاتهما على 
زوجين من الصبغيات المتوافقة» فتكون صيغتها الوراثية عندئذ 44 أو هه» ونقول إِنّ النبتة متخالفة 
الألائل عندما تكون صيغتها الوراثية 4.. تتكاثر بعض النباتات (الترمس مثلاً) بالإلقاح الذاتي» يحدث 
الأمر بالنسبة إلى الخَلّف وكأنّ الإلقاح جرى بين نبتتيّن من الصيغة الوراثية ذاتها حيث يجري اختيار 
الألائل عشوائياً. نهدف إلى دراسة حَلّف نبتة متخالفة الألائل بالإلقاح الذاتي. 


© الجيل لول 


بالإلقاح الذاتي تُعطي نبتة من الصيغة ۸۸ نبتة من الصيغة ذاتهاء وكذلك تعطي نبتةٌ من الصيغة .مه 
نبتةً من الصيغة ذاتها. 

اكتب احتمالات أن يكون الجيل الأوّل لنبتة صيغتها الوراثية ۸٠‏ نبتة صيغتها الوراثية ۸۸ أو هه 
أو ھ۸ . 


© أجيال متلاحقة 


نبدأ من نبتة متخالفة الألائل (من النمط ه۸ في الجيل 0)» ونكوّن أجيالاً لاحقة بالتكاثر الذاتي. 
سنستعمل الرموز الآاتية: 

" الحدث ,(44) : «للنبتة في الجيل رقم 7 الصيغة الجينية ۸۸». 

" الحدث ,(ه4) : «للنبتة في الجيل رقم 7 الصيغة الجينية ه۸». 

" الحدث ,(هه) : «للنبتة في الجيل رقم 7 الصيغة الجينية هه». 
تم لنرمز ,» و رن و ,2 إلى احتمالات الأحداث ,(44) و ,(ه4) و ,(28) بالترتيب. 


١ 





© ما قيمة كل من ,نه و ول وم ؟ 
© احسب كلا من 1 و إل و9 ۰.2 
استعمل هذه النتائج لتثبت أته مهما كانت قيمة 7 كان 


1 1 
2 ۳ وه > و و n‏ و 7 Yn+1‏ 


وأعط عبارة 2,1 
© «دراسة الثثاليات ور 8ووا و 
© احسب قيم ,ند و رل و ,2 في حالة 10 > ”7 > 0»: يمكن استعمال الآلة الحاسبة. ماذا يمكنك 
القول بشأن المتتاليات الثلاث ؟ 
© ما طبيعة المتتالية ,,(,8) ؟ عبر عن رن بدلالة 7. 
© نعرّف ,و + ,ه = ,اء احسب إ4 بدلالة ,4. ما طبيعة المتتالية ,,(,4) ؟ عبّر عن 


8 س 


ا بدلالة n‏ کک ته بدلالة n‏ 


E e 0‏ فا 


01 يحتوي صندوق على خمس كرات. ثلاث كرات سوداء اللون وتحمل الأرقام 1 و2 و 3 وكرتان 
حمراوان تحملان الأرقام 1 و2.نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من هذا الصندوق. يتكون 
فضاء العينة إذن من مجموعة المجموعات الجزئية المؤلفة من عنصرين والمأخوذة من بين خمسة 
اص 
© ما احتفال الست 4 + وللكرتين المسحويتين اللون داخ ؟ 


© ما احتمال الحدث 8 : «مجموع رقمي الكرتين المسحوبتين يساوي 3« ؟ 
© ما احتمال الحدث 8 علماً أن 4 قد وقع ؟ 


© نلقي حجر نرد متوازن مرة واحدة» ونتأمّل الحدث 4 : «العدد الظاهر زوجي» والحدث 8 : 
«العدد الظاهر أوّلي». أيكون هذان الحدثان مستقلين احتمالياً ؟ 

© تتألف عائلة من أربعة أطفال. نقبل أنه عند كل ولادة احتمال ولادة طفل ذكر يساوي احتمال 
ولادة طفلة أنثى. ونفترض أن الولادات المتتالية هي أحداث مستقلة احتمالياً. نرمز 4 و8 و0 
إلى الأحداث: 
4 : «للأطفال الأربعة الجنس نفسه»»› 
8 : «هناك طفلان ذكران وطفلتان»» 
© : «الطفل الثالث أنثى»» 
© احسب احتمال وقوع كل من الأحداث 4 و8 و6. 
© احسب ٥(‏ ۸ ۳)۸4 ثم (|2)0. أيكون الحدثان ۸ و © مستقلين احتمالياً ؟ 
© احسب (00 ۴)8 ُمّ (2)0|8. أيكون الحدثان 8 و © مستقلين احتمالياً ؟ 


يحتوي صندوق على أربع كرات زرقاء» وثلاث كرات خضراء وواحدة صفراء. نسحب عشوائياً 
وفي آن معاً ثلاث كرات من الصندوق. ليكن × المتحوّل العشوائي الذي يمثل عدد الألوان 
المختلفة بين الكرات المسحوبة. 
© ما هي مجموعة القيم التي يأخذها ×؟ 
© احسب كلا من (1 = )8 و(3 -)1. 
© استنتج قيمة (2 = )۲ . 


© احسب توقع × وانحرافه المعياري. 


5-7 








لعل البحث مما @ 


@ احنمالمشروط 


قم 


تبيّن دراسة إحصائية أجريت على جماعة من الرياضيين أنه أثناء فترة المسابقة يكون احتمال أن 
يعطي اختبار تعاطي المنشطات نتيجة إيجابية عند إخضاع أحد الرياضيين له مساوياً 0.02. 
ويمكن لتناول بعض أدوية الرشح أن يؤثر في نتيجة الاختبار السابق. يتناول 25% من الرياضيين 
في الجماعة أدوية الرشح في الشتاء. وبين هؤلاء يكون احتمال أن يعطي اختبار تعاطي 
المنشطات نتيجة إيجابية مساوياً 0.05. ليكن /3 الحدث: «الرياضي يستعمل دواء الرشح»» 
وليكن 7 الحدث: «نتيجة اختبار تعاطي المنشطات إيجابية». يجري اختيار أحد الرياضيين من 
الجماعة عشوائياً احسب احتمال كل من الحدثين: 

«الرياضي يستعمل دواء الرشح ونتيجة اختبار تعاطيه المنشطات إيجابية»» 

«الرياضي يعطي عند اختبار تعاطيه المنشطات نتيجة إيجابية علماً أته لا يستعمل دواء الرشح». 
نحو الحلّ 
لنبدأ بترجمة معطيات المسألة وأسئلتها إلى لغة الأحداث والاحتمالات. فضاء العيّنة هو جماعة 
الرياضيين والأحداث البسيطة (اختيار أحد الرياضيين) متساوية الاحتمال. نص المسألة يعطي 
(۴)2 و (/2)3 فما هما؟ يعطي النص أيضاً الاحتمال المشروط (17)72|11 فما هو؟ أمّا 
الاحتمالان المطلوبان فهما (2 0 1<)11 و (/12)2|11. 
نستطيع حساب (2 0 ۳)۷ بسهولة لأننا نعرف كلا من (2)2|11 و (/12)3» لنفعل ذلك. 
لحساب ('۳)0|11 نرجع إلى التعريف. 

© احسب (2 ۸ '2)04 انطلاقاً من (2 ۸ 2)14 و(1)2. 

© احسب (/12)11 واستنتج المطلوب. 


2 أبجي الندك واه بلغ اة 


@ +توالعشوائي 


نتأمّل مربّعاً 1807 مركزه 0. تقفز جزيئة بأسلوب عشوائي من إحدى 
هذه النقاط الخمس إلى نقطة أخرى وفق القواعد الآتية : 

إذا كانت الجزيئة عند أحد رؤوس المربع فإنها تقفز إلى أحد الرأسين المجاورين أو إلى مركز 
المربع باحتمال يساوي . (فمثلاً من 4 يمكنها أن تنتقل إلى 8 أو 7 أو 0). 

واذا كانت الجزيئة في 0 فإنها تقفز إلى أي من الرؤوس ۸» 8ء 0» ( باحتمال يساوي 1. 





i 





في البدء كانت الجزيئة في 4.. في حالة 1 < «» نرمز بالرمز ,£ إلى الحدث: «الجزيئة في 0 
بعد القفزة رقم 7»» وليكن (,) = ,م٠‏ (إذن + = ,م). يطلب إيجاد علاقة تفيد في حساب 
Pn‏ انطلاقاً من ,م2 ثُمّ حساب رم بدلالة م. 

9# نحو الحلّ 

#4 الاحتمال ,,,م هو احتمال أن تقفز الجزيئة إلى 0 في القفزة رقم 1+ «. أتوجد صلة بين 
الحدثين ,£ و ,5 ؟ إذا كانت الجزيئة في 0 بعد القفزة رقم 7 فهل يمكنها أن تقفز إلى 0 
بعد القفزة رقم 1+ 7؟ 


# إذن وقوع ٨,‏ مشروط بعدم وقوع الحدث ,ء (أي بوقوع P8 ٤,‏ 
8)» إذن يمكننا إنشاء التمثيل الشجري المبين جانباً : 3 6 
20 1 
ل 





م 


© علّل الاحتمالات المكتوبة. 





© لماذا لا يوجد إلا فرع واحد بعد ,£ -لم؟ 1 
© ما الاحتمال الذي يجب كتابته على الفرع Elo Er‏ $ 
© أثبت أنّ (رم -4)1 = ۰9,1 


7 


8 ليكن » حل المعادلة (» -1)+ = »» نضع »- ,م = ,4. أثبت أنّ المتتالية ,,(,4) متتالية 


ر أ اتن راك بلا اة 


© اسعمالمعوان عشوائين 
يتطلّب إنجاز مهمة مرحلتين 4 و 8 على التوالي. تستغرق المرحلة الأولى عدداً عشوائياً من 
الأيام × يُعطى قانونه الاحتمالي بالجدول الآتي: 


2 1 2 3 
P(X, = 2( 0.2 0.5 0.3 








وتستغرق المرحلة الثانية عدداً عشوائياً من الأيام × يُعطى قانونه الاحتمالي بالجدول الآتي: 





المتحولان العشوائيان × وول مستقلان احتمالياً. نرمز بالرمز 8 إلى الحدث: «يستغرق إنجاز 
المهمة ثلاثة أيام أو أقل». 














9 نحو الحلّ 
#4 يستغرق إنجاز المهمة زمناً عشوائياً يساوي ,ا + +. والمطلوب هو حساب احتمال الحدث 
(X+Xg <3)‏ = 8. 
© اكتب الحدث £ بصيغة اجتماع احداث منفصلة من النمط (0 = ,3) 0 (م = ×) 
© بيّن كيف يفيد الاستقلال الاحتمالي في حساب احتمال كل من الأحداث السابقة. 
© استنتج احتمال الحدث 8. 


/ افير لحن وا بلع ل 
ُدُمأ إلى الأمام @ 


يضم ناد رياضي 80 سبًاحاً» و 95 لاعب قوی» و 125 لاعب جمباز. يمارس كل رياضيّ لعبة 

واحدة فقط. 

© نطلب من ثلاثة لاعبين نختارهم عشوائياً ملء استبانة. احسب احتمال وقوع الحدثين الآتيين: 
. الحدث 4 : «يمارس اللاعبون الثلاثة ألعاب القوى». 
(. الحدث 8B‏ : «يمارس اللاعبون الثلاثة الرياضة ذاتها». 

© نسبة الفتيات بين الذين يمارسون السباحة تساوي 45% وبين الذين يمارسون ألعاب القوى 
7 ؛» وهي تساوي 6890 بين الذين يمارسون لعبة الجمباز. 
». نختار عشوائياً أحد أعضاء النادي. احسب ,م: احتمال أن يكون فتاة تمارس إحدى ألعاب 

القوى. احسب أيضاً رم : احتمال أن يكون فتاة. 

. نختار عشوائياً فتاة من أعضاء النادي. احسب ,م احتمال أن تكون لاعبة جمباز. 


یکی شرق طخ کرت خا رخس کرت کراب م کرو وف أن فين 
ثلاث كرات. نتأمّل المتحوّل العشوائي × الذي يأخذ القيمة 5 إذا كانت نتيجة السحب: ثلاث 
كرات حمراء (الحدث ,)»2 ويأخذ القيمة 3 إذا كانت نتيجة السحب: كرتان حمراوان وكرة 
خضراء (الحدث ,7)» وأخيراً يأخذ القيمة 0 في بقية الحالات. 
© احسب (۴)۸ و (ي1)8. 
© عيّن القانون الاحتمالي للمتحول العشوائي × واحسب توقعه الرياضي وتباينه. 

© لدينا صندوق يحتوي على كرتين حمراوين وثلاث كرات زرقاء. نكرّر عملية سحب عشوائي لكرة 
من الصندوق دون إعادة حتّى لا يتبقّى في الصندوق إلا كرات من اللون ذاته. ليكن × المتحوّل 
العشوائي الذي يمثل عدد مرّات السحب اللازمة. عيّن مجموعة القيم التي يأخذها ×» وعيّن قانون 
لرء واحسب توقعه الرياضي. 


a 


الوه لقي حجري نرد متوازنين ونرمز بالرمز 5 إلى مجموع النقاط التي نحصل عليها. ليكن × 
المتحوّل العشوائي الذي يمثل باقي قسمة £ على 2» وليكن ۲ المتحوّل العشوائي الذي يمثل 
باقي قسمة $ على 4. 
© عيّن القانون الاحتمالي للمتحول العشوائي 5.. 
8 عبن القاتونين الاحتعاليين للمتحرلين العشواتييت “0 و 
© عيّن القانونين الاحتمالي للزوج (۲,×). 
© أيكون المتحولان العشوائيان. > و 7 مستقلين احتمالياً؟ 


طائرات ذات 2 و ات اھ ر کات 

يجري تزويد طائرات ذات محركين وطائرات ذات أربعة محركات بالنوع ذاته من المحركات. إن 

احتمال حدوث عطل في أحد هذه المحركات يساوي م وهو عددٌ موجب وأصغر تماماً من 1. 

نفترض أنّ الأعطال التي يمكن أن تصيب المحركات مستقلّة عن بعضها. ليكن ‏ المتحوّل 

العشوائي الذي يساوي عدد المحركات التي يصيبها عطل على طائرة ذات محركين» وليكن ۷ 

المتحوّل العشوائي الذي يساوي عدد المحركات التي يصيبها عطل على طائرة ذات أربعة 

محركات. 

0 عيّن القيم التي يأخذها 5 » وقانونه الاحتمالي. 

© عيّن القيم التي يأخذها ۲» وقانونه الاحتمالي. 

© يمكن لطائرة أن تتابع طيرانها إلى نقطة الوصول إذا كان نصف عدد محركاتها على الأقل 
غير معطل. احسب رم احتمال أن تتابع طائرة ثنائية المحرّك طيرانهاء واحسب ,م احتمال 
أن تتابع طائرة رباعية المحرّك طيرانها. 

© تحقق أنّ (1- م3)(م -2)1م = ,م - رمء وبيّن تبعاً لقيم م أي نوع من الطائرات يعطي 
وثوقيّة أكبر. 


منثاليات واحشا/ات 


© ليكن 0 عدداً حقيقياً. نتأمّل المتتالية ,.,(,0) المعرّفة بشرط البدء »= ,» والعلاقة 


5 3 4 
التدريجية ‏ , خخ د 50 
ر ¥ n‏ 10 10 1+ 


0. لتكن تح( ,0ة) المتتالية المعرّفة بالصيغة 4 — 13u,‏ = ليل أثبت ُن 


هندسية» وعيّن أساسهاء ثُمّ عبّر عن ره بدلالة . 


(,,0) متتالية 


nIn>1 


0 استنتج صيغة ty‏ بدلالة ,7 و ۾. تم احسب lim “u,‏ . 


60ج 








© غالباً ما ينسى مدرّس الرياضيات مفتاح غرفة الصف. أياً كان العدد «» (1 < «)» نرمز 
بالرمز ,8 إلى الحدث: «نسي المدرّس مفتاح غرفة الصف في اليوم 7». لنضع 
مقاط ديم 3 q, = P(E)‏ 
نفترض أنّه إذا نسي المدرس المفتاح في اليوم 7» فإِنَ احتمال أن ينساه في اليوم التالي 
يساوي ب واذا لم ينس المدرّس المفتاح في اليوم ٠۸‏ فإِنَ احتمال أن ينساه في اليوم التالي 


يساوى ك4. 
يساوي 10 


اود چ 2ع ۰ 2 2 4 1 
6 أنبت أنه في حالة "Z21‏ لدينا ”10 + ”10 > 1و0 
0. استنتج صيغة ,ررم بدلالة ,مء 5 استفد من © لتحسب ,م بدلالة 0 ورم. أتتعلّق 


0 


نهاية المتتالية حو( ,ره) بقيمة رم 


ُكرّر عشر مرات تجربة إلقاء قطعتي نقود متوازنتين» ونسجل في كل مرة الوجهين الظاهرين. 
اخس اتقبال كل مق الكتشيى. 2 + «الحغول فف وات كلك بحن 3077و 1 + «التضدرل 
على وجهين 7 مرّة على الأقل». 


© نتأمّل حجر نرد متوازن فيه أربعة وجوه ملوّنة بالأسود» ووجهان ملوّنان بالأحمر. نلقي هذا الحجر 
خمس مرات على التوالي. 
© ما احتمال أن يظهر وجه أحمر أوّل مرة عند آخر إلقاء لحجر النرد؟ 
© ما احتمال أن يظهر وجه أحمر أوّل مرة على الأقل؟ 
© ما قانون المتحوّل العشوائي × الذي يعد عدد الوجوه السوداء اللون التي نحصل عليها. 


© نتأمّل صندوقاً يحتوي على ثلاث كرات سوداء وأربع كرات حمراء. نسحب عشوائياً كرة من 
الصندوق نسجّل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثمّ نضاعف عدد الكرات من لونها في الصندوق. 
وبعدئذ نسحب مجدداً كرة من الصندوق. لنرمز بالرمز ر إلى الحدث: «الكرة المسحوبة في المرة 
الثانية حمراء اللون»»ء وليكن ,۸ الحدث : «الكرة المسحوبة في المرة الأولى حمراء اللون». 
© أغط تمئيلا شجرياً للتجرية. 
© احسب احتمال الحدث ر۸ . 
© إذا كانت الكرة المسحوبة في المرة الثانية حمراء اللون فما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة 

في المرة الأولى سوداء اللون؟ 


التجردة الأول. نتأمّل صندوقاً يحتوي على كرتين سوداوين وأربع كرات حمراء.نسحب عشوائياً من 
الصندوق ثلاث كرات في آن معاً. ليكن ۲ عدد الكرات الحمراء المسحوبة. 
© ما هي مجموعة القيم التي يأخذها ۲. 
© احسب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي ۲. 
© احسب التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي ۲ وتباينه. 
التجربة الثانية. نتأمل صندوقاً يحتوي على كرتين سوداوين وأربع كرات حمراء. نسحب عشوائياً كرة 
من الصندوق نسجّل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثُمّ نضاعف عدد الكرات من لونها في الصندوق. 
وبعدئذ نسحب من الصندوق ثلاث كرات في آن معاً. ليكن × عدد الكرات الحمراء المسحوبة في 
المرة الثانية. نرمز بالرمز ,17 إلى الحدث: «الكرة المسحوبة في المرة الأولى حمراء اللون». 
© ما هي مجموعة القيم التي يأخذها ×. 
© احسب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي ×. 
© احسب التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي × وتباينه. 


© تحاول سعاد إدخال الوتد في حلقات ثلقيهاء تُكرّر سعاد التجربة عدداً من 
المراك: .هما جح ساد في. الخال عة يصو احضال كجاحها في 
إدخال الحلقة اللاحقة وغندما قشل في إدخال. حلقة: وصبح: احتمال 


فشلها في إدخال الحلقة اللاحقة تقترطن. أن احتمال تخاح سعاد قي ذخال الحقة قى المرة 


الأولى يساوي احتمال فشلها. نتأمّلء أياً كان العدد الطبيعي الموجب تماماً ٠‏ الحدثين الآتيين: 
4 : « نجحت سعاد في إدخال الحلقة عند الرمية ». 
7 : « فشلت سعاد في إدخال الحلقة عند الرمية 7». 


n 


‘Dn =< P(4,) ونعرف‎ 


1 4 4 
O‏ غین م ويزهن أن ب > ووه 
كب الى ع ع 1 2 
© آثبت أنه أيا كانت 2< م كان + ,امح = 
5 15 
© نعرّف في حالة 1 < ” المقدار , بالعلاقة ن 


متتالية هندسية وعيّن حدها الأول » وأساسها ». 


‘Pn 


- ,م = به أثبت أنْ المتتالية (n n>1‏ 





العربية 
الاحتمال المشروط 
أحداث مستقلة احتمالياً 
إحداثيات قطبية 
أعداد عقدية (مركبة) 
أمثال ذي الحدين 
الانحراف المعياري 
تبديل تام (تخالفي) 


ترتيب (على مجموعة) 


كك 


به 
ا 
ر 
التوافيق 
E‏ 
التخي 
الحقبة 


الالكليزية 
Conditional probability‏ 


Independent events 
Polar coordinates 
Height 

Complex numbers 
Binomial coefficients 
Standard deviation 
Translation 
Variance 
Permutation 
Derangement 
Random experiment 
Bernoulli random experiment 
Dilation-Homothety 
Combinatorics 
Arrangement 
Similarity 
Covariance 
Frequency 
Parametric representation 
Axial symmetry 
Central symmetry 
Combinations 
Expectation 

Scalar product 
Imaginary part 


Real part 





System of linear equations 


الاتكليزية 


00 


Sine 


کف التمام(تجيب Cosine‏ 


5 


Event 
Simple event حدث بسيط‎ 


Circle 


ا 
| 


دائرة 
دوران Rotation‏ 
رباعي الوجوه (المنتظم) Tetrahedron (regular)‏ 
زاوية (عدد عقدي) Argument (of a complex number)‏ 


Acute angle زاوية حادة‎ 


Right angle زاوية قائمة‎ 
Obtuse angle زاوية منفرجة‎ 
Oriented angle زاوية موجهة‎ 
Vector 

فعاعان مرتطان حا Collinear vectors‏ 
الشكل الأسي لعدد عقدي 


الشكل المثلثاتي لعدد عقدي 


Exponential form 


شعاع 


Trigonometric form 
Module (of a complex number) طويلة (عدد عقدي)‎ 


Factorial 


ٍ 


عدد عقدي ممثل لنقطة أو شعاع في المستوي 
فضاء العينة 


Affix of a point or a vector in the plane 
Sample space 

قانون احتمال Probability law‏ 
قياس (زاوية) Measure‏ 
قياس أساسي (زاوي) Principal measure‏ 
Sphere‏ 


متحول (متغير) عشوائي Random variable‏ 


متحوّل عشوائي حداني Binomial random variable‏ 
متحولات عشوائية مستقلة احتمالياً Independent random variables‏ 
متساوي الأضلاع (مثلث) Equilateral triangle‏ 
متساوي الساقين (مثلث) Isosceles triangle‏ 
متعامدان (مستقيمان» مستويان» مستقيم ومستو) Orthogonal‏ 
متقاطعان (مستقيمان» مستويان» مستقيم ومستو) Concurrent‏ 





ظ العربية 
متوازيان (مستقيمان» مستويان» مستقيم ومستو) 
نتصف (ة 


( 


نظیم» طول (شعاع) 
نقاط مُتقّلة 


) 
5 
منلتصقا 


مثلث 
محور 
محرو 
فق 
مسا 
مستو 
مَعلّم 
مكعب 
نسبة ( 


نقطة تلاقي الارتفاعات 


الانكليزية 
Mean value‏ 
Triangle‏ 
Axis of symmetry‏ 
Cone‏ 


Conjugate 


) 


(of a complex number 
Square 

Barycenter 
Centroid-Center of gravity 
Center of symmetry 

Area 

Line 

Plane 

Orthogonal projection 
Coordinate system 

Cube 

Midpoint 

Biased, unbiased 

Ratio 

Symmetric 

Norm 

Weighted points 


Orthocenter 











الموؤسسة العامة للطباعة 





